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1.3. Conjuntos

El ¢jercicio de programacion del MEG4C exige identificar una serie de conjuntos relevantes para el

desarrollo de las ecuaciones y posterior simulacion. A continuacion se presentan estos conjuntos con la

respectiva nomenclatura

u

Conjunto Descripcion Valores
t Tiempo /2005,.....2050/
1 Tiempo que se reporta /2005,.....2050/
10() Afio Inicial 2005
Afio final 2050

igam

Elementos SAM

agric, indust, comerc, constru, transp,
clinke, livest, carboN, petrol, refpetrol.
electR, gasIN, unskill, skill, capitalA,
itax;, tariff, Enterprise, Gov, houseb,
RowA, CCA, VE

Sectores econdémicos

(Subconjunto de izam)

agric, indust, comer, constru, transp,
clinke, livest, carboN, petrol, refpetrol.
electR, gasN

Sectores Energeticos

(Subconjunto de i())

carbolN, petroL, refpetroL. electR, gasN

iei)

Sectores exportadores

(Subconjunto de 1())

agric, indust, comer, transp, clinke,
livest, carboN, petroL, refpetroL electR,
gasIN

ien(i)

Sectores no exportadores

(Subconjunto de i())

constru

20

Sectores importadores

(Subconjunto de 1())

agric, indust, comere, transp, clinke,

livest, carboN, refpetroL. electR, gasN

Sectores no importadores

inm(i) constru, petrol.
(Subconjunto de i())
K(izam) Capital Capital
Lizam) Tipos de trabajo skill, nnskill
H(izam) Tipos hogares honseh
Clizam) Empresas Enterprise
R(izam) Otras regiones ROW
v Capital vintage O/ld new




1.3. Subindices

Dentro del contexto del MEG4C, los subindices tienen la funcién de detallar las asociaciones o
relaciones entre las variables y parametros y los agentes de la economia vinculados con la dinamica de
los mismos. Los subindices estan directamente relacionados con los conjuntos presentados

previamente. La siguiente tabla detalla los subindices utilizados:

Subindice Descripcion

i Sectores econémicos

nf Sectores econémicos no energeticos

e Sectores econémicos energeticos

v Vintage capital

/ Tipos de trabajo

h Tipos de hogares

f Sectores institucionales

im Sectores importadores

7 Sectores exportadores

f Sectores institucionales Demanda Final
P Variacion de existencias Demanda Final

1.3. Elasticidades

Las elasticidades miden el grado de respuesta o sensibilidad entre variables y parametros del modelo. Se
sueles calibrar a partir de los datos observados de la economia o estimaciones econométricas. Para
efectos de este modelo a continuacién se presentan los valores de elasticidades usadas en todo el

desarrollo matematico que se presenta posteriormente:



Variable Descripcion Valor
- v = "Gld" 0,01
rhov; , Elasticidad entre ND y KEL . "
: v = "new 0,2
o v = "pld" 0,12
rhokl;, Elasticidad entre L y KE " "
: v = "new 1,01
L) Ll
v = "old 0.01
rhokZ;, Elasticidad entre Ky E " " ’
v = "new 0.08
BRI
L} "
v = "old 025
rhop;, Elasticidad entre tipos de energia v = "new" ’ 2
rhol;, Elasticidad entre los diferentes tipos de trabajo 0,5
invelas; Elasticidad de desinversion 0,8
omega Elasticidad de la oferta de trabajo inf
Parametro DESCRIPCION agric _indust comerc constru transp clinke livest catboN petroL refpetroL electR gasN
sigmam, Elasticidad Armington de primer nivel 3 35 1,1 11 35 3 4 2,09 2,7 4
sigmaw; Elasticidad Armington de segundo nivel 3 35 11 1,1 35 3 4 2,09 2,7 4
SIgMAL  pyagicidad CET primer nivel 3035 11 inf 11 35 3 4 5 209 27 4
stgmaz; Elasticidad CET segundo nivel 3035 11 11 11 35 3 4 5 209 27 4
sigmae; f:;i‘;zj:i‘:: demanda por % 9 9 9 % 99 9 9 9 9 9 9
yelasi’h Elasticidad de ingreso 0,9 0,9 0,9 1 1,2 1,2 0,9 1 1 1 1 1

1.3. Variables.

La siguiente tabla presenta todos los parametros y variables usados en las ecuaciones del modelo.
La tabla sigue el orden de las ecuaciones. En casa de que no se encuentre en secuencia alguna

variable posiblemente ya se habfa definido previamente

Variable Descripcion
) Beneficios subestructura 1
DXV; Precio producto final discriminado por vintage
XPv;, Producto final discriminado por vintage
pkel;,, Precio paquete Capital-Energia-Trabajo
kel;, Demanda por paquete Capital-Energfa-Trabajo
XApUys, v Consumo intermedio sectores no energéticos




pans Precio Armington sectores no energéticos
akel;, Parametro Leontief asociado al paquete Capital-Energia-Trabajo
Anf,jv Parametro Leontief asociado a los consumos internos
pX; Precio de producto final (Agregando vintage)
XP; Producto final (Agregando vintage)
pp; Precio de producto final incluyendo impuestos
pptx; Impuestos indirectos a la produccion
nr) Beneficios subestructura 2
pke;j,, Precio paquete Capital-Energia
ke; ., Demanda por paquete Capital-Energfa
aw; Salario sectorial promedio
tlabdv;, Demanda agregada de trabajo por vintage
rhokl;, Elasticidad de sustitucion entre Capital-Energia y trabajo
alj, Participacion del trabajo en el paquete Capital-Energfa-Trabajo
ake;, Participacion del paquete Capital-Energfa dentro del paquete
Capital-Energfa-Trabajo
tlabd,; Demanda agregada de trabajo (Agregando vintage)
njr?:v” Beneficios subestructura 3
lambdal Eficiencia del valor trabajo
wagedist Salarios relativos a lo largo de sectores econémicos
wage; Salario por habilidad
rhol Elasticidad de sustitucion entre tipos de trabajo
wtax Impuestos a los salarios
als Participacion de los tipos de trabajo en la funcion CES
ld; ; Demanda de trabajo por sector y habilidad
T Beneficios subestructura 4
EnerP;, Demanda por el paquete energético
kapdv;,, Demanda agregada de capital
PEnerP;, Precio del paquete energético
rent;, Renta del capital diferenciado por vintage
ae;jy, Participacion del paquete energia en el paquete Capital-Energia
ak;, Participacion del capital en el paquete Capital-Energfa
rhok2;, Elasticidad de sustitucion entre capital y energia
lambdak;, Eficiencia del factor trabajo
kapd; Demanda de capital agregado (Agregando Vintage)
nﬁv" Beneficios subestructura 5
pa. Precio Armington sectores energéticos
Xapve j Consumo intermedio de bienes energéticos discriminado por
vintage
aep;y.e Participacion de cada bien energético en el paquete energfa total
lambdaeP; , Eficiencia del factor energia
rhop;, Elasticidad de sustitucion entre bienes energéticos
Xape, Consumo intermedio de bienes energéticos total (Agregando

vintage)




AM 1

1 Beneficios Armington 1
pa; Precio Armington
xXa; Demanda agregada del bien Armington
pm; Precio agregado de las importaciones
xmt; Importaciones agregadas
ps; Precio bien domestico
xd; Ventas domésticas de la produccion
sigmam; Elasticidad de sustitucién Armington 1
betam;, Participacion importaciones en el bien Armington
betad; Participacion del bien doméstico en el bien Armington
xap; j Consumo intermedio sectotial
xXac;p Consumo de los hogares
xafd; s, Demanda fina Armington Sector institucionales
n]AM 2 Beneficios Armington 1
wpm,. ; Precio mundial de las importaciones
tarif f,; Tarifa a las importaciones
XMy j Importaciones por origen regional
sigmaw; Elasticidad de sustitucion Armington 1
betaw, ; Participacién de cada origen regional de importaciones
er Tasa de cambio
taradj Parametro ajuste de tarifas
mf Tt Beneficios Funcion de transformacion Nivel 1
pp; Precio de la produccion
Xp; Producto total
xafd;geist Importaciones sectoriales
pet; Precio del productor a las exportaciones
est; Exportaciones agregadas
alphatd; Participacion de las ventas domésticas en la funcion CET
alphae Participacién de las exportaciones en la funcion CET
sigmat; Elasticidad de sustitucion CET 1
pd; Precio del productor de las ventas domesticas
njCETZ Beneficios Funcién de transformacion Nivel 2
pe; Precio de las exportaciones
esjr Oferta de exportaciones por region
alphaz; , Participacion de cada destino regional de exportaciones
sigmaz; Elasticidad de sustitucion CET2
wpe; » Precio de exportacion en la frontera
pejr Precio de las exportaciones por region
Exptx; , Tasa de impuesto a las exportaciones
Expts;, Subsidio a las exportaciones
ed; , Demanda de exportaciones por destino regional
alphae; , Ponderador inicial de la demanda de exportaciones
wpindex; , Precio indice de las exportaciones mundiales
capinc Ingresos de capital




rowfp,

Ingresos externos de capital

ktraGov Transferencias de capital recibidas por el gobierno
rktraGov Proporcion de los ingresos de capital totales que van al gobierno
cFProw Transferencias de capital dadas al sector externo
forcapshr, Proporcién de los ingresos de capital totales que van al sect
externo.
compinc Ingresos de capital retenidos por las empresas
rsavp Porcentaje de ingreso de capital retenido por las empresas
cDirTax Impuestos directos pagados por las empresas
ctax Tasa de impuestos directos
ctrrow, Capital corporativo transferido al exterior
forentshr, Tasa del capital corporativo transferido al exterior
csavp Ahorro sectorial
rsavent Tasa de ahorro sectorial
cdisttoty, Transferencias de ingresos de capital recibida por los hogares
cdisty, Proporcién de los ingresos de capital corporativos recibidos por
los hogares
kdisthousy, Transferencias de ingresos de capital general recibidos por los
hogares
rdisty Tasa de apropiacion de ingresos de capital efectiva de los
hogares
vl Ingreso neto del factor trabajo
fwage, Ingreso laboral proveniente del exterior.
fwdist, Pagos laborales hechos al exterior
pindex Deflactor de precios del PIB
rowtrhhy, , Transferencias externas a los hogares
gtrhhy Transferencias del gobierno a los hogares
yhhy, Ingreso total de los hogares
hhDirTaxy Impuestos directos cobrados a los hogares
TaxAd j Parametro de ajuste de impuestos a los hogares
htaxy, Tasa de impuesto directo a los hogares
ydp, Ingreso disponible de los hogares.
Supyp Ingreso supernumerario
popy Poblacion
PCin Precio al consumo incluido impuestos y subsidios
theta; Consumos minimos de subsistencia
hhsavp, Ahorro por tipo de hogar
Xac;p Consumo de los hogares
savh Ahortro total hogares
ctxip Tasa de impuesto al consumo de los hogares
cts;p Tasa de subsidio al consumo de los hogares
cpip Indices de precios al consumidor
cdirtax Impuestos directos a los negocios
TindTax Impuestos indirectos que percibe el gobierno
pitx Impuestos indirectos a la produccion
hitx Impuestos indirectos a los hogares




fdits,

Impuestos indirectos a la demanda final

eitx Impuestos directos a las exportaciones
pptx; Tasa de impuestos indirectos a la produccion
fdtx; rp Tasa de impuestos indirectos a la demanda final.
Exptx;, Tasa de impuesto indirecto a las exportaciones
rowtrg Transferencias externas al gobierno
ytrade Ingresos arancelarios
tsubs Subsidios totales otorgados por el gobierno
hsubd Valor del subsidios a los hogares
fdsubsg, Valor del subsidios a la demanda final
esubs Subsidios a las exportaciones
CtSip Tasa de subsidios a los hogares
fdts; sy Tasa de subsidios a la demanda final
es;r Tasa de subsidios a las exportaciones
wtax, Impuesto al salario
govrev Ingresos totales del gobierno
govexp Gastos del gobierno
xafd; g Demanda final del gobierno
gtrhhy Transferencias a los hogares nacionales
gtrrpw, Transferencias a los hogares extranjeros
msubs; Tasa de subsidios a las importaciones
fdit, Impuestos indirectos a la demanda final
savgg Ahortro del gobierno
P9y Deflactor del precio del gobierno
tgg Gastos reales del gobierno
afd; ¢ Participacion de cada agente en la demanda final
fdvol Volumen agregado | de la demanda final.
pfdifp Precio de la demanda final
fdtx; s Impuestos a la demanda final
fats; sy Subsidios a la demanda final
ptfds Deflactor de precios de la demanda final.
kxrat; Relacién capital (viejo) /Producto.
XPV;ro1a" Producto asociado a vintage viejo
XDV "new" Producto asociado a vintage nuevo
labs, Oferta de trabajo por tipo
alab, Parametro ajuste fuerza de trabajo.
omegal; Elasticidad de la oferta de trabajo
desemplNat,; Tasa natural de desempleo
savf Ahorro extranjero
rsavfrgdp Relacion déficit en cuenta corriente y el PIB real
rgdp PIB real
gdpva PIB nominal visto desde el valor agregado
rgdpva PIB real visto desde el valor agregado
pindex Indice de precios a valor de costos
gdpde

PIB nominal visto desde la perspectiva del gasto




rgdpde PIB real visto desde la perspectiva del gasto
pindex2 Indice de precios de mercado
tks Oferta agregada de capital
kapdvi‘,,ol & Demanda de capital para capital viejo
trent Tasa agregadas de retorno de capital
omegaks Elasticidad de sustitucion CET
ks; Oferta sectorial de capital
rent; g Tasa de retorno del capital para capital viejo
lambda, Eficiencia del factor capital
gkap Tasa de crecimiento de la productividad del capital
gap Relacion intraperiodos
lambdak;,, Eficiencia del factor capital
kstock Nivel agregado del stock de capital
glnv Tasa de crecimiento de la inversion real
deprate Tasa de depreciacion del capital
kstocklag Valor rezagado del stock de capital
tilag Valor rezagado de la inversion real
kaps Nivel normalizado de capital
kapslag Volumen rezagado de capital normalizado
rrat; Razoén sectorial en tasa de rendimiento del capital
rratlag, Valor rezagado de la razén sectorial de capital
ks0; Oferta sectorial de capital en el momento inicial
invelas; Elasticidad de desinversion
delkap, Nivel de desinversion

2. Conceptos y definiciones relevantes.

2.3. Funcién de produccion CES (Elasticidad de sustitucion constante).

La funcién de produccién CES es una funcién desarrollada por .J. Arrow, H.B. Chenery, B.S. Minhas,

and R.M. Solow, (1961) cuya caracteristica fundamental es que la elasticidad de sustitucién es contante!.

1 . e . .2 . .
Recuerde que la elasticidad de sustitucién es una media de la curvatura de la isocuanta. Formalmente se expresa de
esta manera:

Si se tiene una funcién de producciéon y = F(K, L) la elasticidad de sustitucion (¢) mide la variacién porcentual de K /L
en relacion con la variacion porcentual de la relacidn técnica de sustitucion (RTS) a lo largo de una isocuanta:

_ porcentaje A(L/K) _dln L/K
7= porcentaje A(RTS)  dInRTS




Formalmente, una funcién de producciéon tipo CES, en la que se combinan dos factores productivos

capital y trabajo adopta esta forma:

y = [aKP + (1 - a)LP]%

Con p como un parametro constante y & como la participaciéon del capital en el ingreso. Con esto

definimos procedemos a demostrar la caracteristica mencionada de la funcién tipo CES:

La RTS de una funcién CES como la que se describe anteriormente es la siguiente:

a (K\P71
RTS = — (—)
1—al\lL

Lo que se puede escribir de la siguiente manera:

(S

Aplicando logaritmo natural a ambos lados:

I (1_a)+ L nRTS
n K = n 1= » n
Diferenciando totalmente
1
din— = ——dInRTS
1-p

De donde se concluye:

_dinL/K 1
T dmRTS " 1-p

Y por lo tanto se demuestra que elasticidad de sustitucién de una funcién CES es constante.

La funcién de produccién tipo CES satisface las condiciones necesarias de una funcién de produccion
bien computada que permita plantear y resolver los problemas de maximizaciéon propios de productor,

estos son:

e Rendimientos constantes a escala.

¢ Rendimientos marginales decrecientes en los factores productivos



e Factores agotan el producto.

Ademas de estas caracteristicas, la funcién de produccion tipo CES es muy util, pues resulta ser una

generalizacién de un conjunto de funciones de produccién usadas recurrentemente:
Se procedera a hacer la explicacién de estas funciones, Leontief y Coob Douglas.

e La funcién de produccién Leontief.

La caracteristica fundamental de las funciones tipo Leontief es que los factores de producciéon son
usados en proporciones fijas, determinas por una tecnologia de produccion; lo que implica que no
existe sustituibilidad entre factores. Matematicamente se expresan de la siguiente manera:
) {K L}
= miny—,
Y a'b
En donde a y b representan respectivamente las cantidades de trabajo y capital necesarias para producir

una unidad del producto. Geométricamente, las isocuantas de la funcién de produccién tipo Leontief

suele presentarse de la siguiente manera:

Trabajo

Capital

En este caso, la conexién entre la funcién de produccién tipos CES y Leontief se da cuando el
parametro p tiende a menos infinito, p = —oo. En este caso la relacién técnica de sustitucion de la

funcién CES se expresa asi:

RTS = —

1i‘(a(§)_oo :_111(%)



Si L > K, la RTS tiene a infinito negativo, lo que graficamente es representado por el tramo vertical en
la isocuanta representada en el grafico. En el otro caso, L < K, la RTS tiende a cero, lo que responde al
tramo horizontal. En conclusién, cuando el parametro tiende a menos infinito, la relaciéon técnica de

sustitucién de una funcion CES representa el comportamiento de una funcién Leontief.

e  Funcién de produccién Coob-Douglas.

Este tipo de funcién de produccion es ampliamente utilizada en el ambito de la economia no solo por
sus propiedades matematicas, sino que ademas brinda ciertas facilidades en el manejo econométrico y

las estimaciones asociadas. Matematicamente se expresa como:
— arjl—-a
y =K%L

En dénde a representa las participaciones de los factores en el producto total. La RTS asociada a este

tipo de funciones es:

rs= (1)

T 1-a\K
Que como se puede apreciar es la misma RTS de la funcién CES cuando el parametro p = 0. De tal
forma que la RTS de una funcién CES representa las isocuantas de una funcién Coob-Douglas cuando

el parametro asociado tienda a cero.
2.3. Funcién Armington.

La siguiente descripcién se basa en el documento “Elasticidades de Sustitucion de las Importaciones
para la Economia Colombiana” elaborado por Hernandez (1998). Segtn este texto, en una economia
abierta, cada mercancia puede ser diferenciada de acuerdo con su fuente de produccién: domestica e
importada. Desde el punto de vista del comprador, las ofertas de un bien particular de origen
doméstico son idénticas entre si, al igual que fuentes de comercio externo de este bien. En
consecuencia, el consumo doméstico consiste en la demanda total de un producto doméstico e
importado agregado en un bien particular, en donde la combinacién de estas dos mercancias se

determina por el precio relativo y el grado de sustituibilidad.

Armington (1969)2 supone que entre categorfas de bienes importados y domésticos existen

posibilidades de sustitucion. Sustituciéon que es que es capturada por la Elasticidad de Sustitucién de

A Theory of Demand for Products Distinguished by Place of Production"



Armington. Un valor alto de esta elasticidad significa que el bien importado y el doméstico pueden
considerarse virtualmente idénticos por los compradores. En el caso contrario, elasticidad baja, se
demostrarfa que los compradores perciben diferencias entre bienes y por lo tanto la sustituibilidad entre

ellos es muy débil.

Formalmente, la funcién de Armington modela un bien compuesto, formado por un bien vendido
domésticamente XXD, y uno importado M, en donde el bien doméstico e importado son sustitutos

perfectos en el sector:

1
X=[6-XXDP+(1—=8)-MP]»r
En donde X es el bien compuesto, & el pardmetro de participacion, por dltimo, p es el parimetro de
sustituciébn. Note que esta funcién sigue la estructura matematica de la funcién CES presentada
anteriormente. La forma funcién Armington supone que la demanda de importaciones es homotética y
separable entre las fuentes de informacién. A partir de las condiciones de primer orden, derivadas del
problema de optimizacién del consumidor, se obtienen las demandas de bien importado y el bien

producido domésticamente.

2.3. Modelo de Elasticidad Constante de Transformacion CET

Siguiendo el texto “Estimacion de las Elasticidades de Armington y CET: Una aproximacion de Mdxima Entropia
Generalizada” El modelo de Elasticidad Constante de Transformacién (CET) describe la sustitucién
imperfecta de los bienes transables, pero desde la perspectiva del productor. Bajo esta logica, el
productor enfrenta la demanda doméstica y la demanda del resto del mundo, diciendo de manera
6ptima cuanto de su produccién se destinara al mercado doméstico y cuanto ira al resto del mundo. El
problema de maximizacién de beneficios se presenta como una funcién CET, cuyas isocuantas son

idénticas a las de una funcion CES.

max PX:PEXE+PDXD

1
saX=[6-X2+1-6)-X,°] ¢

En donde Xg son las exportaciones y Xp es el producto vendido en el mercado doméstico. El

parametro § corresponde a la participacion de las exportaciones (por complemento 1- § representa la



participacién de las ventas domésticas) y @ es el parametro de transformacién constante. A partir de las
condiciones de primer orden se obtienen las ofertas oprimas tanto de exportaciones como de producto

de doméstico.



3. Ecuaciones del Modelos

3.3. Estructura de produccion

La estructura productiva de los sectores del modelo puede representarse de manera muy general por

las relaciones definidas en el siguiente diagrama.

N
Produccion

S
= 2

: Valor agregado + Consumo Subestructural
i energia intermedio |
______ i'_'_'_'_"_'_'_':'_?_h_"_______‘_{_______ ______________\.:‘_?_"{_______________________':'___':'___'___"_'_'_':"""!
i Capital- Trabajo Subestructura 2 i
i Energia !
B AR SRR '
BN ~ ;
i Capital Energia Subestructura 3 !
L N Nt ]
""" /""\/=\ /__\/"’"‘\____
Refinados Petroleo Carbén Gas Natural |
~ ~— ~— ~ i
| [ —  ~ Subestructura 4 '
! Electricidad §
_______________________________________________ B i

La produccién sectorial esta determinada por la eleccién éptima de insumos o factores productivos que
se relacionan en diferentes niveles. La primera’ eleccion Optima (maximizacién del beneficio en la
primera etapa) que realizan los sectores productivos se da entre los bienes energéticos considerados en
el modelo. La agregaciéon de las cantidades Optimas de bienes energéticos constituye el paquete
“energia”, el cual, segin, con la disposicion del modelo, se combina con el capital para determina el
paquete “capital-energia”. En una etapa supertior, los sectores aplican un nuevo proceso de
maximizaciéon de beneficio, en donde las variables de eleccién son el factor trabajo y el paquete
“capital-energia” 6ptimo. El resultado de este proceso es el valor agregado generado por cada uno de

los sectores, que al combinarse con los consumos intermedios que se hacen de los demas sectores

La expresion “primera” no refleja un concepto temporal, vale recodar que las elecciones éptimas que realizan los
agentes en un Modelo de equilibrio general se realizan todos de manera simultanea. Bajo el contexto de este testo, el
significado de la expresion, representa el ultimo nivel del la estructura productiva.



productivos, excluyendo los energéticos que ya se consideraron en el primer nivel , da lugar a la

produccién optima de cada sector.

Las combinaciones entre factores productivos (insumos o paquetes compuestos) en cualquier nivel de
la estructura productiva, se da por la una funcién matematica que representa la estructura tecnologica
de los sectores. Las decisiones Optimas estan condicionadas entonces a la forma funcional que se

definan en cada uno de los niveles mencionados.
3.1.1  Ecuaciones Subestructura 1.

Inicialmente los sectores buscan maximizar el beneficio derivado de la subestructura 1, formalmente el

problema matematico es el siguiente:

max njl_v” = pxv;, " XPv;,, — pkel;,, - kel;,, — Z Pans - XAPVUyf o
nfeNF

(e.1)

. kel; XApvnr i
s.a. XPv;, = min{——= { nf""’}

akel;, ! anf,jv
En donde los sectores seleccionan las cantidades de kel;, y {XApvnf, j'”}nfeNF que maximiza el

beneficio. El beneficio es entendido como los ingresos generados menos el pago de los factores
productivos y los insumos intermedios. En la expresion (e.1) los ingresos sectoriales provienen de las
unidades producidas multiplicadas por el precio respectivo (pxv;,, - XPv; ), mientras que los gastos se
derivan del pago del insumo compuesto kel;;, y del consumo de cada uno de los bienes intermedios no

energéticos usados en el proceso XApvyy j, afectados claramente por los precios respectivos pkel;,,

Yy PAnf.

La condiciéon de restriccion establece que la funcién de produccién o tecnologia asociada a la
subestructura 1 es una funcién tipo Leontief, la cual sigue la definicién que se presenta en el capitulo
XX. Dadas las propiedades de la funcién de produccion Leontief es posible encontrar las cantidades del
insumo compuesto kel;,, y de cada uno de los bienes intermedios XApvyy j,, que maximizan el

beneficio en la primera subestructura.

Sabiendo que la funcién tipo Leontief es homogénea de grado 1, se puede garantizar que los beneficios
de las firmas son iguales a cero, en otras palabras, los ingresos generados se destinan en su totalidad a
cubrir las retribuciones factoriales y consumos intermedios. La condiciéon descrita genera una nueva
ecuacioén que permite estimar el precio del bien final producido por cada uno de los sectores. Usando
las cantidades 6ptimas que se describen en el parrafo anterior, el precio final del bien se puede

representar como:



pxXvj, = Z Anf jv-Pans + akel;, - pkel;, (€.2)
nfeNF

Bajo esta definicién, el precio del producto final producido por cada sector es una funcién de los
coeficientes técnicos de los factores productivos (Parametros Leontief) (@yf,j»; akel;,) ponderados

por los precios respectivos: Pdps y PAns. Esta es una caracteristica propia que se deriva de la estructura

funcional de la funcién de produccion tipo Leontief.

Aunque los diferentes bienes de la economia puedan producirse haciendo uso de diferentes vintages, es
claro que mias alld de las particularidades tecnologicas de cada vintage, el bien que generan es
homogéneo, por lo que la demanda final por el bien i (consumo intermedio, demanda agentes y
exportaciones) se da por un bien homogéneo (Xpj). En consecuencia el valor final de la produccién

puede expresarse como la suma de la produccién de los diferentes vintage.

(29} 'XPj = Z bxXvjy 'vaj,v (e.3)
v

Por dltimo, siguiendo la estructura formal de la Matriz de Contabilidad Social, la produccién sectorial
paga un proporcién de su produccién en impuestos, que se describen como como un impuesto ad

valorem, pptx, sobre el precio del producto final.

ppj = px; - (1 + pptx;) (e4)

3.1.2 Ecuaciones Subestructura 2.

En la segunda subestructura, los sectores buscan encontrar tanto las cantidades 6ptimas del paquete
capital-energia y trabajo como los respectivos precios, que permitan maximizar el beneficio que se
deriva de la produccion del bien compuesto valor agregado. Al igual que en la subestructura anterior, se

plantea un problema de optimizacién que sigue la siguiente definicion formal:

max an
{kej,v' tlabdvj,v} T[j,v = pkelj'], ' kelj,,, - pkej,v ' kej,v —aw; - tlabdvjﬂ,

1
1-rhok1l;j rhok1; 1-rhok1l; Thok1;y, rhok1 ;
o jv jv v, jw |rhokij, e.5
s.a. kelj, = [alj,v tlabdvj'v + akej,v kej'v ] (e.5)

kej;, tlabdvj,
akej,’ aljy

O kel;, = min{

Nuevamente la l6gica es maximizar la diferencia entre los ingresos generados y los costos asumidos. En

este caso los ingresos provienen de los ingresos derivados de la producciéon del insumo compuesto



kel;,, y los costos se derivan del pago o retribucion factorial del trabajo (salario) y el paquete

compuesto kej,, cuyo precio implicito es pke; .

Como puede notar el lector, en este problema de maximizacién, la funcién de produccién puede
adoptar la forma funcional CES o Leontief, que siguen las propiedades presentadas en el capitulo 1. La
solucién matematica al problema ofrece las cantidades éptimas del paquete capital-energfa y de trabajo

que maximizan el beneficio, que se denominaran en adelante como ke;,, y tlabdvy,,.

Dado que el trabajo agregado es homogéneo, es decir, no existe una diferencia entre el trabajo de
consumo intermedio demandado por vintages diferentes, se utiliza tan s6lo una ecuacién para describir
la demanda de los sectores productivos en su conjunto, esta condicién se puede representar
formalmente de la siguiente manera:

tlabd; = Z tlabd; 6

v

Las demandas 6ptimas del factor trabajo, asumiendo una funcién tipo CES y Leontief son

respectivamente:
kel: rhoklj,
tlabd, = Z al;, - kel - (p—“’> €7
= aWj
tlabd; = ) alj, - kel 7
v

De otra parte, las demandas 6ptimas del paquete capital-energia, nuevamente asumiendo una funcién

tipo CES y Leontief son respectivamente:

pkelj , rhoklj,
kej,,, = akej,,, ' kelj,v <m> (e.8)
ke;, = ake;, - kel;, (e.8)

Las soluciones 6ptimas muestran las diferencias entre los resultados derivados de usar funciones tipo
CES y funciones Leontief. En el primer caso las demandas no s6lo son afectadas por los coeficientes
técnicos de produccion, ademas, reflejan el efecto substitucion que pondera la relaciéon de precios. De
otra parte, al reflejar una relacién de coeficientes fijos, los precios relativos no figuran en la demanda
optima tipo Leontief.

Nuevamente de la condicién de beneficios igual a cero, la cual también es valida para funciones tipo
CES, es posible derivar el precio del valor agregado. Se presenta la expresion tanto para funciones CES

como Leontief.



1

1-rhoklj, 1-rhokl;j, m .
pkel;, = (alj,v -aw, " + ake;, - pke; / ) TRoRL), (€9)
pkel;, = (al]-,,, ~aw; + ake;,, - pkej',,) (e.9)

Nuevamente se nota la diferencia entre el uso de la funcién de CES y Leontief. En el primer caso el
precio del bien “valor agregado” es ponderado por la elasticidad de sustitucién y lo, mientras que en el
caso de la funcion Leontief el efecto fundamental proviene de los coeficientes técnicos y el precio de
los insumos.

Aprecie que en la solucién 6ptima del precio del producto final sectorial, representado en la ecuacién 2,
tigura el precio del valor agregado o paquete capital-energfa-trabajo, el cual se obtiene de manera

6ptima del proceso de maximizacién de la segunda subestructura.

Para cerrar la segunda subestructura es necesario especificar la demanda de trabajo de los sectores
productivos, particularmente el tipo de trabajo demandado. Recordemos que los hogares ofrecen
trabajo calificado y no calificado conforme con una retribucion salarial distinta asociada a cada tipo de
trabajo. La agregacién de estos tipos de trabajo conforma el trabajo agregado que se discutia en la
ecuacion p.6.

El problema de optimizacién puede plantearse como la maximizacién de los ingresos laborales, en
donde las firmas demandan trabajo calificado y no calificado. En términos formales el problema

matematico es el siguiente:

max
ld, n]?j,,” = aw; - tlabd; — Z wagedista ; ;- (1 + wtax) - wage, - ld;
' 7

(e.10)

1
s.a. [Zalst™™°b - (lambdal, ;)4 |4

Las condiciones de primer orden del problema de maximizacién planteado previamente se derivan las

demandas por los diferentes tipos de trabajo:

holio1 aw: rhol;
ld,; = als,; - lambdal,; '~ - , ! (e11)
’ ’ J wagedist, ; - (1 + wtax) - wage;

Haciendo uso de la condicién de beneficios iguales a cero, que bajo el contexto de esta ecuacién implica
que los ingresos laborales del trabajo agregado se destinan a cubrir las remuneraciones de todos los

tipos de trabajo considerados, se puede derivar el salario del trabajo agregado awyj, que como se aprecia



en las ecuaciones (p.9) y (p.9’), es una variable necesatia en la estimacién del precio del bien valor

agregado pkel; ,,.

1
1—rholj

rholimt, (wagedist, ; - wage; - (1 + wtax;))t ol (e12)

aw; = z als,j - lamdal, ;

l

3.1.3 Ecuaciones Subestructura 3.

Al igual que con las subestructuras descritas previamente, se plantea un problema de optimizacién para
esta de la estructura productiva. Los sectores buscan maximizar el valor de la produccién del paquete
capital-energfa, para lo cual seleccionan las cantidades 6ptimas tanto de capital y energfa, las cuales
pueden combinarse ya sea a través de una funcién CES o Leontief. El problema matematico se

representa de esta manera:

max
{ EnerP;,, kapdvj,v} n]ffvn = pke;j,, - kej,, — rent;,, - kapdv;, — PEnerP;, - EnerP;,

1 (e.13)
vThOkzj,v]ThOkZ -

1-rhok2 Thok2 1-rhok2;
s.a. kej, = [ae 7. EnerP. " +ak e i jw

jv Jv jv

lambdak;,, - kapd

. lambdak;, kapdv;, EnerP;
— i ]V Jv Jjv
Oke;j, = mm{ }

ak;y, " aejy

Note que la estructura de este problema de maximizacién sigue la misma légica que se ha venido
describiendo, maximizar la diferencia entre ingreso pke;, - kej, y los gastos rent;, - kapdv;, —
PEnerP;,, - EnerP;,,. En donde rent;, y PEnerP;, son los precios el capital y la energia que resultan
ser los insumos usados por los sectores en esta etapa del proceso. Sin embargo, vale hacer una
precision; aprecie que el término lambdak;,, fue introducido en las expresiones que representan la
funcién de produccion. Este término afecta la productividad del capital ak;,, y en consecuencia, como

se notara a continuacién, afectara las demandas optimas de los factores.

Haciendo uso de la condicién de beneficios iguales a cero, se determinan las demandas 6ptimas de

capital y del bien agregado energia, tanto para la funcién tipo CES como Leontief.

o ke: Trhok2j,
kapdv;,, = ak;, - ke;j,, lambdak "7 <u> (c.14)

j v .
J rent;,



kej'v

kapdv;, = ak; (e.14)

® " lamdak;,
Como se puede apreciar, el valor que adopte lamdak;,, afectara las demandas 6ptimas de capital. Si
este parametro es igual a 1, las demandas de capital adopta la estructura estindar; en otro caso,
independientemente de la forma funcional que se adopte, si el pardmetro es mayor (menot) que 1, la

demanda de capital serd menor (mayor) a la demanda 6ptima producto del proceso de maximizacion.

La demanda del bien energfa son las siguientes:

pke- Thok2j,
EnerP;, = ae;, ke, - | —22— e.15
I v v <PEnerpj,,,> (1)
EnerPLv =aej, " kej'v (e.15%)

Agregando los niveles de capital para diferentes tipos de vintage se obtienen la demanda total del

capital.

kapd; = Z kapdv;,, (e.16)
v

Haciendo uso de la condicién de beneficios iguales a cero, se obtiene el precio del insumo compuesto
capital-energia, el cual es explicito en el desarrollo de la subestructura 2. Como se ha venido presentado,

se muestra primero el caso de la funcién y CES y posteriormente la funcién Leontief.

1

1-rhok2; rhok2j,—1 1-rhok2,\1-rhok2; 17

R - Jv L. v . v jv c.
pkem = (ae“, PEnerpj’v + ak}_v lambdak}.v i ) ( )
ke;, = |ae;, - PEnerp;, + ak; L Keiw 17
prej, = jv Pjv v lamdak;, (e17)

3.1.4 Ecuaciones Subestructura 4.

Finalmente, basta analizar el dltimo nivel de la estructura productiva, en donde los sectores econémicos
determinan la proporcién o uso de cada uno de los bienes energéticos. El problema se plantea tal cual
los demas, la maximizacién del valor de la produccién del bien energia, teniendo en cuenta la demanda

de cada uno de los bienes energéticos. Formalmente el problema es el siguiente:



max s
{ XaPVe,j,v} w7, = PEnerP;, - EnerP;, — Z pa. - Xapve j,
e

1

(lambdaeP;, - Xapv,,, ;)" j,v]rhop v (e.18)

1-rhop;,
s.a. EnerP;, = [Ze aep

jve
lambdaeP jq, Xapv

e,v,j}
a€Pjve e€E

O EnerP;,, = min{

Como los bienes energéticos son homogéneo, no existe una diferencia entre el bien energético
demandado por vintages diferentes, se utiliza tan s6lo una ecuaciéon para describir la demanda de
los sectores productivos en su conjunto (sin importar el vintage) por los diferentes bienes

energéticos.

Xape,j = Z Xapvj,v,e (e.19)
v

Con esta anotacion previa, las demandas optimas producto del proceso de maximizacioén son:.

rhokp;,—1 [ PEnerp; , Thopjjy
Xapje = Z aepjye * Enerp;,, - lambdae[}'v v <Tj) (.20)
v i v
X _ _ EnerP;, |
aPj,e = aepjy.e m (e.20”)

v

Haciendo uso de la condiciéon de beneficios iguales a cero, se pueden plantear las demandas 6ptimas de

cada uno de los bienes energéticos.

1

1-rhop;y\ 1-rhop;,
pa ’
PEnerp;, = Z aep;jye - (m) (e.21)
e v
PEnerp;,, = <Ze aej e -W) (e.21’)

3.2 Balanza Comercial.

3.21 Importaciones

En la siguiente seccion se expone la estructura formal del comportamiento comercial (importaciones e

exportaciones) de los agentes econémicos. El diagrama representa la estructura de este proceso:



Bien
Armington

Produccion AM 1

domestica
______ e e e
Region 1 Region 2 Regién n AM 2 |

Los bienes que hacen parte de la demanda final de los diferentes agentes de la economia son un
compuesto de bienes nacionales y bienes importados. Siguiendo la hipétesis de Armington, existe una
sustituibilidad imperfecta entre los bienes nacionales e importados. Para determinar la asignacién
optima en el origen de los bienes que se consumen dentro del pafs es necesario resolver el siguiente

problema de maximizacion.

max AM 1
{xmj,xd;} T~ =P xXa;—pmt; - xmt; —ps; - xd;
. (e.22)
1-sigmam; sigmam 1-sigmam; sigmam;]si X
s.a. xa; = [betadj / ~xd, '+ betam,, ! - xm; J]S’gmamf

Los agentes escogen de manera 6ptima las cantidades de xmtj, xd; (Bienes importados y domésticos
rrespctivamente) que maximizan el valor de la produccién del bien Armington , en donde como se
puede ver, el bien Argimnton resulta de la combinacién a través de una tecnologia tipo CES de las dos
variables de decisién. A partir de las condiciones de primer orden se obtienen las siguientes demandas

optimas de xm;, xdj respectivamente:

pa; sigmam,,,
xmt; = Xy, - betamy, - < lm) (e.23)
p im
pa; sigmamj
xd; = xa; - betam; - | —~ (e.24)
j | j
psSj

Las soluciones 6ptimas siguen la estructura estaindar derivada de la funcion tipo CES, sin embatgo, note
que el subindice j fue cambiado por im en la ecuaciéon (p19). Este cambio se debe a que no todos los

sectores son importadores, y en consecuencia esta decisiéon éptima esta acotada a puntualmente a estos.

Remplazando las elecciones optimas de bien doméstico e importado en la condicién de beneficios

iguales a cero se obtiene la siguiente expresion para el precio del bien Armington:



1

_ 1—sigmamj 1—sigmamj 1—sigmamj e.25
pa; = (betadj ps; + betam;y, - pm,,, ) (e:25)
Tenga en cuenta que si el bien Armington es la agregacién de produccién doméstica e importada,
entonces debe ser igual a la demanda agregada que realizan todos los agentes de la economia, consumos

intermedios intersectoriales, hogares y gobierno.

xa; = Z xap; j + Z xac;p + Z xafd; rp (e.26)
h fr

J
El proceso de maximizacién descrito previamente brinda las cantidades 6ptimas de bien doméstico e
importado. Este tltimo, resulta ser un bien agregado de todos los bienes que se importan desde las
diferentes regiones con las cuales el pafs tiene interaccién comercial. Por lo tanto es necesario encontrar
de manera 6ptima las importaciones que se realizan desde cada regiéon comercial. El problema de

optimizacion es el siguiente:

R
max
AM 2 _ . - L i ; .
{xmm-} ] = pmt; - xmt; Z wpm,. ; (1 + tarlffm).xmm
r=1
e.27
| e
1-sigmaw; i sigmaw j sigmaw ;
s.a. xmt; = | ¥R, betaw, ; 7. (mer,j . (1 + tarlffr'j)) XMy

La economia busca maximizar el valor del valor de las importaciones modificando la composicion
geografica de las mismas, es decir, encontrando los niveles 6ptimos de importaciones para cada uno de
sus socios comerciales. Aprecie que los bienes importados por region se agregan en un solo bien
importado a través de una funcién CES, y que el valor de los bienes importados esta afectado por una

tarifa a las importaciones.

Haciendo uso de las condiciones de primer orden se obtienen las cantidades éptimas de importacion

por cada regién comercial.

sigmawj

pmtj

(er ~wpmy.; - (1 + taradj - tarif fy. ))

xm,. ; = xmt; - betawy. ; - (e.28)

Remplazando las demandas 6ptimas en la condicién de beneficio igual a cero se obtiene el precio del

bien de importacién agregado.

1
1—sigmaw; 1-sigmaw;

pmy j = Z betaw,.; - (er -wpm,.; - (1 + taradj - tariffm-)) ! ! (e.29)
T

Una consideracién relevante en este punto, recuerde que bajo la funcién CES las demandas 6ptimas

estan afectadas por la relaciéon de precios y la elasticidad de sustitucion. Esta misma relacién se



mantiene en la ecuacién (p.24), con la diferencia que en este caso se incluye la tasa de cambio er, eso

hace para expresar los precios, internos y externos, en una misma unidad monetaria.
3.2.2 Exportaciones.

Recuerde que la produccién nacional puede tener dos destinos finales. De una parte satisfacer las
necesidades de consumo interno y de otra exportar la produccién a cambio de ingreso de reservas

extranjeras. Esta condicion se expone en el siguiente diagrama:

f-_-."\._ .
Produccioén

Consumo CET 1
interno |

Las decisiones de exportar o no son una eleccién optimizadora de la economia en donde se busca

maximizar el valor total de la produccién nacional.

max
CET1 _ . _ , - . est; —pd; - xd:
{est-,xdj} s =ppj - (xpj — xafd;j geist) — petj - est; — pd; - xd;
. (€.29)
1-si ti i ti 1-si ti i tilsi :
s.a. xpj—xafd; ;.. = [alphatdj ot -xd;lgma J + alphae, " - est] ™ ’]Slgmat’

El problema planteado sigue la estructura basica que se ha venido describiendo, sélo existe una
anotacion, aprecie que el termino xp; — Xafd; gerse que corresponde a la produccion total sectorial
descontada las importaciones (bien Armington )sectoriales. Dado que las importaciones no son
produccién nacional, pero son demandas por los sectores productivos a lo largo de su estructura, es

necesatio descontar su valor del valor final producido.

Con esta anotacién hecha, procedemos a encontrar las demandas 6ptimas tanto de consumo interno

como de exportaciones a partir de las condiciones de primer orden.

(e.30)

pdj>sigmatj
]

xd; = alphatd; - (xpj - xafdjldelst) . <ﬁ



pet; sigmat;
est; = alphatej . (xpj — xafdj,delst) . <Fﬁ]> (e.31)

Remplazando estas decisiones optimas en la funcién de beneficios iguales a cero, se obtienen una

expresion para el precio de la produccién total

1

1+sigmatj)1+sigmatj (e.32)

1+sigmat;
SN 4 alphate; - pet;

ppj = (alphatdj : pdj

Finalmente, por condicién, la produccién total de cada sector debe destinarse a cubrir los bienes de

domésticos, los bienes que se exportan y las importaciones necesarias para llevar a cabo la produccion.

xp; = xd;j + estj + xafd; gerse (e.33)
Note que el proceso descrito previamente brinda la solucién 6ptima de las exportaciones totales, sin
embargo, al igual que las importaciones, es necesario identificar los destinos regionales de este tipo
bienes de exportacion. El problema de maximizacién que describe este proceso es el siguiente:
max CET2 _ . .
{esjﬂ”}reR T[j = pet] eStj - Z Déjr, " €Sjy

(e.34)

sigmaz]-

jr Jr

1-sigmaz; sigmaz;
s.a. est; = [ E alphaz; - pe
T

El problema propuesto consiste en maximizar el valor total de las exportaciones descontando el valor
de cada exportacién regional, en otras palabras, se busca encontrar la composicién regional de

exportaciones, que bajo las condiciones de precios, permita alcanzar el valor mas alto de exportaciones.

De las condiciones de primer orden se obtienen las exportaciones 6ptimas para cada destino regional.

) sigmaz;
pe”) (e35)

esjr = alphaz;, - est; - <petj
Remplazando en la condicién de beneficios iguales ceros resulta el precio del bien de exportacion
agregado.

1
1+sigmaz;

1+si ;
petj = Z (alphazj’r . pej,rSlgmaZ’) (e.30)

r

Por condiciones asumidas respecto al comercio internacional, el precio final que pagan en exterior
wpe; - por las exportaciones nacionales incluye los impuestos y subsidios correspondientes, EXptx;, y

Expts; , respectivamente



wpe;, = pej, - (1 + Exptxj,r) : (1 - Exptsj,r) (e.37)
Basta plantear la demanda por exportaciones para ajustar el mercado de bienes transables. Es posible
plantear dos opciones. Primero la demanda por las exportaciones nacionales depende de la relacion
entre el precio del bien externo y el precio de exportacién nacional, ponderado por una elasticidad de

sustitucion:

. sigmae;
er - wpindex; , gmacr

wpe;

ed;, = alphae;, (e.38)

O de otra parte, la demanda de exportaciones se ajusta pasivamente a la oferta de bienes de
exportacién, sin considerar el efecto sustitucién proveniente de la relaciéon de precios. Bajo este
argumento el precio final pagado por los extranjeros converge al precio internacional ajustado por la

tasa de cambio.

wpe;, = er -wpindex; (e.39)
Mas alla de la opcién que se plantee el equilibrio en el mercado de exportaciones e importaciones

nacionales debe garantizar:

esjr =ed;, (e.40)

3.3 Ingresos y gastos de los agentes econémicos.

El valor agregado generado por la economia es equivalente a la sumatoria de la produccién sectorial
descontando el gasto en consumo intermedio. Este valor agregado se distribuye como pago a los
factores de produccién (capital y trabajo) y como pago de impuestos a la produccién. En esta seccién se
describen las transacciones que determinan la distribuciéon del valor agregado entre los agentes que

conforman la economia, as{ como las transacciones que se llevan a cabo entre estos agentes.

3.3.1 Ingresosy gastos de capital.

Los ingresos de capital provienen de dos fuentes fundamentales. Primero, las retribuciones factoriales
asociadas al uso del insumo productivo capital, y segundo, los pagos al capital proveniente del exterior.

En términos formales se representa de la siguiente manera:

capinc = Z rent;, - kapdv;, + er- z rowfp, (e.41)

jr T



Una vez estan constituidos tales ingresos estos deben distribuirse entre sus duefios, a decir: Gobierno
(transferencias), transferencias al exterior, empresas o sectores econoémicos y hogares. Las siguientes

ecuaciones describen este comportamiento:

3.3.1.1 Gobietno: Las transferencias al gobierno (ktraGov) son una proporciéon rktraGov de los

ingresos de capital:

ktraGov = rktraGov - capinc (e.42)
3.3.1.2 Sector externo: Las transferencias al extetior (CFProw;) son una proporcién forcapshry de los

ingresos de capital

cFProw, = forcapshr, - capinc (e.43)
Una vez cubiertos el gobierno y el sector externo, los ingresos de capital restante son distribuidos entre

los sectores econémicos o empresas y los hogares

3.3.1.3 Sectores econémicos o empresas: Se asume que las empresas retienen una proporcion rsavp

de los ingresos de capital restantes de la apropiacién del gobierno y el sector externo.

compinc = rsavp ' capinc - | 1 — rktraGov — Z forcapshr, (e.44)
r

Tales ingresos empresariales tienen cuatro destinos esenciales. i) Pago de impuestos al gobierno, ii)
Transferencias al exterior, iii) Pagos a los hogares iv) Ahorros empresariales motivo acumulacién de

capital.
Los impuestos se consideran una proporcion fina de los ingresos de capital de las empresas o sectores.

cDirTax = ctax - compinc (e.45)

De la misma manera, las transferencias al exterior son una proporcién fija de los ingresos sectoriales.

ctrrow, = forentshr, - compinc (e.46)
El ahorro sectorial es una tasa fija de los ingresos empresariales una vez descontados los dos destinos

anteriores:

csavp = rsavent - compinc - | 1 — ctax — Z forentshr, (e.47)

T



Finalmente, el pago a los hogates* resulta del excedente una vez cubierto el gobierno, el sector externo

y los ahorros empresariales.

cdisttoty, = cdisty, * (1 — rsavent) - compinc - (1 —ctax — Z forentshrr> (e.48)
T

Vale hacer una aclaracién en este punto, aunque se describi6 la distribucién de los ingresos de capital de
manera secuencial, todo el proceso se soluciona de manera simultinea, se usa esta aproximacioén para

facilitar la interpretacion al lector.

3.3.1.4 Hogares: Los ingresos de capital de los hogares resultan de excedente luego de distribuir entre

los demas grupos descritos

kdisthousy, = rdisty, - (1 —rsavp) * capinc - | 1 — rktraGov — Z forcapshr, (e.49)
T
3.3.2 Ingresos y gastos de los hogares:

Los hogares reciben ingresos de 5 fuentes esenciales: Transferencias de capital, Ingresos Laborales,
Transferencias desde las empresas, Transferencias desde el Gobierno y Transferencias del Exterior.

A continuacién se describe cada componente:

e Transferencias de capital: Siguiendo lo expuesto en las ecuaciones e.42, e43 y e.44, las
empresas reciben una proporcién del ingreso de capital, descontando lo recibido por el

gobierno, sector externo y sector empresarial.

kdisthousy, = rdisty, - (1 — rsavp) - capinc - | 1 — rktraGov — 2 forcapshr, (e.50)
T

e Ingresos laborales: Resultan de la retribucion factorial al insumo trabajo usada por cada uno de
los sectores econémicos. Recordando la seccién (tipos trabajo), dentro del contexto de este
modelo, el trabajo puede ser calificado o no calificado cada uno con su remuneracién
respectiva. Al mismo tiempo, los hogates reciben ingresos salariales provenientes del exterior
(fwage;,) y al mismo tiempo llevan a cabo pagos salariales al exterior (fdist;,.).

Formalmente se sigue la siguiente expresion:

4 . ~ .
El supuesto bajo este punto es que los hogares son duefios de las empresas y por lo tanto reciben una
proporcion de los ingresos que generan



yl; = z wagedist,; -wage; * ld;; + er- (Z(fwagel,r - fwdistr,l)) (e.51)
i

-
e Transferencias desde las empresas: Una vez las empresas han cubierto los impuestos, las
transferencias externas y decidido el ahorro, se genera el excedente de ingresos de capital dado

a los hogares.

cdisttoty, = cdisty, * (1 — rsavent) - compinc - (1 —ctax — Z forentshrr> (e.52)
T

e Transferencias desde el Gobierno: Corresponden al giro de recursos que reciben los hogares
provenientes del Gobierno (Asistencia social, seguridad social etc). Se expresa como: pindex -
gtrhhy. Se deflacta por el indice de precios del PIB o produccién total para expresarlo en

unidades monetarias comprables con los demas tipos de trasferencias.

e Transferencias del Exterior: Remesas recibidas los hogares nacionales originas en residentes en

el exterior. Se usara la expresion er - ), rowtrhhh - Se multiplica por la tasa de cambio para

expresar el termino en las mimas unidades de moneda nacional.

Con estas definiciones, el ingreso total de los hogares es:

yhhy, = Z wdisty; - yl; + pindex - gtrhhy, + er - Z rowtrhhy , + kdisthousy
1 T (.53)

+ cdisttoty,
Continuando con la descripcion, los hogates pagan una proporcion htaxpde sus ingtesos bajo la figura
de impuestos directos. Con fines computacionales del modelo, la proporcién puede varia conforme un

patrametro de ajuste TaxAd]j. En consecuencia el pago por los impuestos directos de los hogates es:

hhDirTax, = TaxAd j - htaxy, - yhhy (e.54)
Para cerrar este punto, el ingreso disponible de los hogares es la diferencia entre su ingreso total y los

pagos por impuestos junto con las transferencias al exterior:

yd, = yhh, —er - z hhtrrow, , — hhDirTaxy (e.55)
T

Procedemos ahora a analizar el comportamiento de gasto de los hogares. Se asume que este puede ser
descrito por un sistema lineal de gasto (LES), una explicacién basica de los sistemas de gasto puede
encontrarse en “Ieoria de los sistemas de ecnaciones de sdemanda: el caso del sistema lineal de gastos (les) y el sistema

lineal de gastos extendido (eles). Una aplicacion al consumo de los hogares en las regiones colombianas 2008”, de



Espinosa, Lozano y Combita Bajo este sistema, el ingreso supernumeratio se define como la diferencia

entre el ingreso disponible y el consumo minimo, tal como se expresa a continuacion:

supyp = ydp — popp * Z PCipn - theta;p (€.56)
i

El segundo término de la ecuacién refleja los consumos minimos de subsistencia de los hogares del
modelo. La sumatoria (se suma el consumo minimo en cada sector, de ahi el parimetro de suma i)
refleja el valor de los consumos minimos por individuos de toda la economia, al multiplicar por el

factor poblacional popy, se obtiene el consumo minimo total de toda la economifa.

Continuando con el andlisis, el ahorro de los hogares se calcula como la diferencia entre el ingreso

disponible y el consumo en bienes producidos sectorialmente:

hhsavp, = ydy — Z PCih " XACip (€.57)
i

savh = z hhsavpy, (e.58)
h

Note que en esta ecuacion figura el término pc;j entendido como el precio final pagado por el
consumidor, se dice final porque este incluye los subsidios e impuestos respectivos que afectan el precio

Argimnton descrito en la seccién 3.1. Formalmente:

pein =pa; - (1+ctxip) - (1 —ctsip) (€.59)
Finalmente, usabdo los datos de consumo, se puede definir una expresion para el indice de precios a
consumidor, este indice refleja el comportamiento de los precios de la economia y puede definirse de

esta manera:

cpin Z xacyp - pcOip = Z XACip " PCih (€.60)

i i
Un analisis detallado de la ecuacién demuestra que el indice de precios no es mas que el promedio de
los precios los sectores de la economia. El termino pc0;p sélo usa con fines computacionales y

representa los valores iniciales, que en este caso son todos iguales a 1.

3.3.3 Ingresos y gastos del gobierno



Los ingtresos del gobierno provienen principalmente de las siguientes fuentes: impuestos directos e
indirectos, ingresos de capital, transferencias externas, aranceles los subsidios, que en este caso se

consideraran como negativos y finalmente los impuestos al trabajo. Se expone cada una de esta fuentes
e Impuestos directos (hogares (cdirtax), y empresas(hhdirtaxy)) ya explicados
e Los impuestos indirectos que recaudo el gobierno (TindTax) recaen en las siguientes
actividades: la produccién (pitx), el consumo de los hogares (hitx), demanda final (fdits,) e

exportaciones (eitx). Formalmente las ecuaciones son:

TIndTax = pitx + hitx

+ Z fdits, + eitx
= (e.61)

+ Z pd; - vtaxad j - dtx; - xd; + Z vtaxad j - mtx; - pmt; - xmt;
i i
pitx = Z pptx; * pX; - Xp; (€.62)
i

hitx = Z Z pa; - ctx; p - xac; (e.63)
noi

fdltfp = Z pa; - fdtxi,fp ' xafdi,fp (664)
i

eitx = 2 Z peir - Exptx;, - es;, (e.65)
roi

e Ingresos de capital: (ktragov) ya explicado.
e Transferencias externas: (rowtrg)

e Aranceles: Este ingreso proviene de la tributacién sobre los bienes importados

ytrade = Z z wpm;,. - er - tarad j - tarif f,; - xm,.; (e.66)
i T

i

La doble sumatoria implica que se agregan cada uno de los bienes en cada uno de os socios
comerciales de importacién, los parametros de tarifas se habfan mostrado en la seccién

previamente



e Subsidios: Los subsidios totales entregados por el Estado (tsubs) es la suma de los subsidios
dados al consumo de los hogares (cts;p), a la demanda final (fdts; ) v a las exportaciones

(es;r). Las formas matematicas se muestran a continuacion

tsubs = hsubd + Z fdsubsg, + esubs (e.67)
fp

hSubs = Z Z pa; - (1 + Ctxi,h) *XACip * ClSip (e.68)

hoi
fdsubsfp = Z pa; - (1 + fdtxi'fp) .fdtsi'fp -xafdi,fp (e.69)

i
esubs = Z Z peir-: (1 + Exptxl-lr) . Exptsi,r TeS;y (e.70)
i T

e Impuestos al trabajo: Se compone de los ingresos que asumen los trabajadores y que provienen
principalmente del pago de su némina. El impuesto difiere entre tipos de trabajo y se expresa

asi: ),; yywagedist, ; - wtax, - wage, - ld, ;

Con estas categorias definidas, el ingreso total del gobierno es:

govrev = er - Z rowtrg, + cdirtax + tindtax — tsubs

r

(e.71)
+ ytrade Z hhdirtax; + Z Z wagedist;; - wtax; - wage; - ld; ;
h i1

De otra parte, los gastos del gobierno (govexp) se componen principalmente de: Gasto en bienes de
consumo (xafd; 4), transferencias a los hogares nacionales (gtrhhy) y extranjeros (gtrrpw;.), los
subsidios a las importaciones (msubs;) y el pago de impuestos indirectos a la demanda final,

descontado los subsidios ofrecidos a los hogares por este mismo motivo (fdit; — fdSubsg)

govexp = Z Z pa; - xafd; 4 + pindex - <Z gtrhhy, +er - Z gtrrpwr>
g i h r

+ Z msubs; - pmt;xmt; + z(fditg - deubsg)
i g

(€.72)



Finalmente, el ahorro del gobierno se define como la diferencia entre los ingresos y los gastos descritos

anteriormente. Adicionalmente se establece una ecuacién para los ahorros gubernamentales reales:

savggy = govrev — govexp (e.73)

Deflactor del precio del gobierno.

P9y t9g = Z pfdis-xafd;f (e.74)
7

3.4 Especificaciones sobre la demanda final.

A continuacién se describen algunas consideraciones relevantes sobre la demanda final de los bienes
considerados. Inicialmente, la demanda final real del bien i es una fraccion (afd; ¢) de la demanda final

de cada agente demandante de bienes finales.

xafdi,f = afdi'f ' tdeOIf (675)
De otra parte el precio de la demanda final es equivalente al precio Armington del bien incluyendo los

impuestos fdtx; r, y subsidios fdts; r,, ala demanda final descritos anteriormente

pfdi,fp =pa;- (1 + fdtxi,fp) ' (1 - fdtsi,fp) (676)
El valor nominal de la demanda final se define con base en el precio de la demanda final y el gasto real

por cada uno de los bienes de consumo final.
tfdvaly = Z pfdis-xafd;y (.77)
i

El deflactor de la demanda final se define como el promedio ponderado del precio de la demanda final

por cada bien.

ptfdy = ) afdis-pfdis ©79)

i

3.5 Determinacioén de la produccién por vintage.

La determinacién de la produccion por vintage esta relacionada con la relacién entre el stock de capital
del periodo anterior y la razén entre capital y producto del vintage viejo. La produccién total es igual a la
sumatoria del vintage nuevo y viejo. Si se cumple que onevintage = 1 el modelo sélo funciona con un
vintage de produccién, mientras que si se especifica que onevintage = 0, se permite que la producciéon del

vintage nuevo sea diferente de cero.



Thok1; g
pkel; oiar
kxrat; = akel; 14 - |ake; o1gn | ———

pkei oiar
pkE‘ rhok2;i 014" (679)
akirorq - lambdak, e - ﬁ
L0
i kSOi
XPV; norq = min {xpi, W} (e.80)
L
Si se cumple la siguiente condicién
XPVi"ola" = XPi (e.81)
Entonces
XPVj new = 0 (e.82)
Pues por identidad contable
XPVi'new" = XPi — XPVi o1a" (e.83)

3.6 Equilibrio en el mercado laboral

En secciéon XX se analizé el proceso de optimizacién que determinaba la demanda laboral por los
distintos tipos de trabajo. El equilibrio exige determinar una funcién de oferta, y consecuentemente el
precio que vacia el mercado. Tradicionalmente se suele plantear una funcién de oferta de trabajo, en
donde los hogares deciden de manera 6ptima la cantidad de trabajo que ofrecen al mercado, teniendo
en cuenta el costo beneficio entre trabajo y ocio. En el modelo que se describe no se presenta una
estructura funcional que determine la oferta de trabajo. En su lugar, se plantea se define una ecuacién
que describe este comportamiento. Vale destacar que la ecuacién que se plantea mantiene las
propiedades basicas que resultan del proceso estindar de optimizacién, en la medida que la oferta de
trabajo y el salario real se encuentran positivamente relacionados. Bajo estos conceptos la ecuacion que

se plantea es la siguiente:

wage; )Omegalz (.54)
c.

labs; = lb-(—
absy = aab pindex

Note adicionalmente que el salario real estd afectado por el parametro omegay, que se puede entender

como la elasticidad del trabajo al salario real. Dos casos vale la pena destacar; cuando omega, es igual a



infinito’, el trabajo no responde frente a cambios en el salario real y en consecuencia la oferta de trabajo
es fija y el salario de equilibrio estd determinado por la demanda. Cuando omega; adopta un valor
distinto a infinito, la oferta de trabajo responde positivamente a cambios en el salario real, y el salario de

equilibrio se obtiene por la interaccién de oferta y demanda.

Se contemplan dos formas diferentes de cerrar el mercado laboral, (i) siguiendo la forma tradicional en
donde la oferta es igual a la demanda y el salario es flexible y (ii) fijando el salario y no requiriendo que
se dé un equilibrio en el mercado laboral, lo que tiene como consecuencia la endogenizacién del
desempleo. La primera aplica cuando se cumple que skillunskilll = 0, mientras que la segunda aplica

cuando skillunskilll = 1.

Finalmente se especifica un nivel de desempleo estructural, representado por el parametro

desemplNat,;

Z ld;; = (1 — desemplNat;) - labs, (c.85)
i

3.7 Balanza de pagos.
La balanza de pagos especifica las transacciones del pais doméstico con el exterior, las cuales se
encuentran compuestas por: (i) transferencias hacia el exterior y desde el exterior (del capital, las
empresas, los hogares y el gobierno), (ii) los salarios recibidos del exterior y pagados al exterior, (iii) las
exportaciones e importaciones y (iv) el ahorro externo. Es necesario que la balanza de pagos esté
siempre en equilibrio, lo que implica que las transacciones del exterior hacia la naciéon sean iguales a las

transacciones desde la nacién hacia el exterior.

Con este proposito es posible utilizar dos variables diferentes para equilibrar la balanza de pagos. Puede
fijarse el ahorro externo (savy ), endogenizando la tasa de cambio (er), o fijarse la tasa de cambio
endogenizando el ahorro externo. Dado que las transferencias y pagos de salarios hacia y desde el
exterior son fijas, la primera opcién implica que la diferencia entre importaciones y exportaciones
siempre es fija, mientras que la segunda opcién no requiere esto, pues el ahorro externo, que resulta ser

igual a dicha diferencia una vez descontadas las transacciones y el pago de salarios, es endégeno.

> Note la misma I6gica entre la funcidn CES y la Leontief que se describe en el capitulo 1



= Z [Z Wpmy ;i * Xmy ;
r i
ctrrowr cfprow,

+ wadlst 1t Z hhtrrow, , + ——— + gtrrow, +

Y [Bvmer

+ rowtrg, + savfr]

er
(e.86)

+ rowfp, + Z rowtrhhy, ,

Esta ecuacién refleja que la balanza de pagos esta siempre en equilibrio

La relacion entre el déficit en cuenta corriente (ahorro externo) y el pib real puede escribirse como:

rgdp

rsavfrgdp = m
T T

(c.87)

3.8 Especificaciones de PIB (Nominal y Real) e indice de precios.

Desde la perspectiva de valor agregado el PIB nominal puede expresarse como la suma de las

remuneraciones factoriales, es decir

gdpva = Z [Z wagedist;; - wage; - ld;; + Z rent;,, kapdvl-',,] (e.88)
i l v

El PIB real se define como la remuneracién factorial manteniendo el precio de los mismos constantes e

iguales a los del afio base y considerando los cambios en productividad

rgdpva = Z [Z wagedist;; - wage0; - lambdal, - ld; ;
PR (c.89)
+ Z rent0;,, - lambdak;,, - kapde]

El indice de precios a factor de costos se define como la razén entre el PIB nominal y el PIB real,
ambos a factor de costos.

pindex1 - rgdpva = gdpva (e.90)



El PIB nominal definido desde la perspectiva del gasto es igual a la sumatoria del gasto en bienes de
consumo de los hogares y del gobierno, 1 gasto en bienes para la formacién bruta de capital, y las

exportaciones neta (exportaciones menos importaciones).

gdpde = Y| xacy, - pen + ) pag-xafdig + pfdizgy  xafdysmy + fdisgerse
i h g

(e91)

' xafdi,"delst" + Z Z[Wpei,r TeSjy — Eer-wpmy ;- xmr,i]

r l

El PIB real definido desde la perspectiva del gasto es igual al PIB nominal valorado a precios

constantes del afio base.
rgdpde = Z [Z xac;p pc0; p + Z pa0; - xafd; g + pfd0; zp - xafd;rypr
T | R g

e.92
+0fd0; gerser * xaf d;rgerse (92

+ Z Z[wpeoilr -es;y — er -wpm0,.; - xm,.;|
r i

El indice de precios a precios de mercado se define como la razén entre el PIB nominal y el PIB real,
ambos definidos desde la perspectiva del gasto.

pindex2 - rgdpde = gdpde (e.93)

3.9 Version estatica y dinamica del modelo

El modelo puede solucionarse tanto en un contexto estatico como en uno dinamico. En el primero se
lleva a cabo un ejercicio de estatica comparativa, analizando cémo cambia el equilibrio de largo plazo
ante diferentes alteraciones en los parametros del modelo, mientras que en el segundo se analiza el

cambio en la trayectoria de las variables a través del tiempo

3.9.1  Estatica comparativa



Cuando se desean hacer ejercicios de estitica comparativa sélo se cuenta con un vintage de capital, el
viejo, pues sélo cuando se cambia de periodo puede hablarse de una diferenciacién en los tipos de

capital.

La renta del capital puede definirse de dos maneras alternativas, dependiendo del tipo de movilidad que
se asuma para el capital. Si el capital se asume perfectamente movible la renta del capital es igual para
todos los sectores; el capital se asigna a los diferentes de forma tal que la oferta y la demanda sean
iguales y garantizando que las renta del capital sea igual para todos los sectores. En el caso en que el
capital no sea perfectamente movible es necesario resolver el siguiente problema de maximizacion para

determinar la asignacién 6ptima del capital.

4 K — . — .
Maxsy,, T = trent - tks Zirenti,--oldn ks;

) (e.93)
s.a. tks = [Y; alphaks} T"*Srent 1o/ |hoksi
Las siguientes ecuaciones describen la determinaciéon de las variables relacionadas con el capital. Las
ecuaciones ¢.95, €97 y .97 se dan cuando la movilidad del capital es perfecta, mientras que las
ecuaciones €.96 y €98 se dan cuando la movilidad es imperfecta. En el primer caso las rentas por
sectores son iguales entre si, e igual a trent. Esta dltima variable es la encargada de vaciar el mercado de
capital, garantizando que la sumatoria de las demandas de capital por sectores sea igual al capital
agregado (tks), el cual se fija por fuera del modelo. En el segundo caso de ecuaciones, la oferta de
capital por sectores es funcién del capital agregado y la razén entre las rentas sectoriales y la renta
agregada, la cual se obtiene como la dual de la funcién de produccién del capital agregado. Las rentas

sectoriales son las variables de ajuste que garantizan que la oferta y la demanda de capital sean iguales.

ths = Z kapdv; o4 (€.95)
i
1
Tromegaks
trent = Z alphaks; - rent; ..J:)Olgﬁeg akes (e.96)
i
ks; = kapdv; 514" (€.97)

Tenti,"old">omegaks (€.98)

ks; = alphaks; - tks - ( pre—



rent; 4" = trent (€.99)

3.9.2 Modelo dinamico.

En el caso del médulo dinamico si se cuenta con dos tipos diferentes de vintages para el capital (viejo
y nuevo) y por lo tanto debe especificarse como se determina la renta en el caso del vintage nuevo.
Adicionalmente, en esta seccion se especifican algunas ecuaciones y variables dindmicas, como la tasa

de crecimiento de la inversion y el PIB, y la evolucion del capital y de la productividad del capital.

La productividad del capital es igual para todos los sectores y su evolucién se encuentra dada por la
tasa de crecimiento gkap, la cual se especifica por fuera del modelo o alternativamente se puede

endogenizar para garantizar el PIB real siga una senda especificada.

lambda; = lambdalag - (1 + gkap)9? (e.100)

lambdak;,, = lambda (e.101)
El stock de capital del periodo t se encuentra dado por el stock de capital del periodo t —1 y la
inversién llevada a cabo en ese periodo. La calibracién inicial de los datos de la MCS asume que el stock
de capital es igual a la remuneracién del capital (quedando asi la renta parametrizada por 1). Por lo tanto
la evolucién del stock de capital debe determinarse independientemente con base en el stock de capital
inicial efectivo y la inversién que se lleve a cabo en los diferentes afios. La tasa de crecimiento de este
stock de capital (kstock) debe ser igual a la tasa de crecimiento del stock de capital utilizado por el

modelo (kaps).

kstock - (gInv + deprate)
= (gInv + deprate) - kstocklag - (1 — deprate)9® + tilag (e.102)
(1 + gInv)9% — (1 — deprate)9P)

kaps - kstocklag = kapslag - kstock (e.103)

Las tasas de crecimiento de la inversién y del PIB real se definen de la siguiente manera:

tfdvol.,, = tiLag - (1 + gInv)9?? (e.104)



rgdpva = rgdpvalag - (1 + grgdpva)9®® (e.105)
rgdpde = rgdpdelag - (1 + grgdpva)9+? (e.106)

Para diferenciar la renta de capital del vintage viejo y nuevo es necesario calcular una tasa de renta
relativa, la cual viene dada por la razén entre el capital del vintage viejo y el capital del sector en el

petiodo antetiot.

1
kapdvi,noldn)invelasi
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kSOl' ’ (e )

rrat; = min rratlagi(

El equilibrio en el mercado de capital se logra por medio del ajuste de la variable trent. La tasa de renta
del capital del vintage nuevo es igual para todos los sectores y equivalente a trent, mientras que para

obtener la tasa del vintage old es necesario multiplicar esta variable por la renta relativa.

kaps = Z kapd; (e.108)

i
rent; ey = trent (e.109)
rent; ., qn = rrat; - trent (e.110)

La tasa de desinversién del capital se define como la diferencia entre el capital del periodo pasado y el
capital actual del vintage viejo.

delkap; = ks0; — kapdv; », 14" (e.101)



