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Resumen 

 

En este documento se discuten las implicaciones redistributivas de instaurar un 

impuesto a las emisiones de CO2eq sobre el bienestar de los hogares, vía 

cambio en los precios de los bienes que consumen. El análisis se realiza, a partir 

de la integración de un modelo de equilibrio general (MEG4C) y un análisis a 

nivel de hogares. La estimación de la demanda de los hogares y la sustitución 

entre los bienes que consumen se logra a través de microsimulaciones 

comportamentales que se logra mediante la metodología de QAIDS. Los 

resultados muestran que la imposición de los impuestos tiene efectos negativos 

en el bienestar de toda la población, en su orden, los hogares de mayores 

ingresos y para la población más pobre se afecta en una proporción importante 

mientras que la clase media, resulta siendo la menos afectada. El documento 

finaliza con una serie de recomendaciones de política para lograr efectos 

deseados tanto en reducción de emisiones, como en la incorporación de 

variables de bienestar en las medidas de mitigación.  

Palabras Clave: Impuestos verdes, Microsimulaciones, AIDS, QAIDS, 

mitigación, Cambio Climático.  
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1. Introducción 

El cambio climático es un fenómeno inequívoco y causado por una mayor 

concentración de los Gases Efecto Invernadero (GEI) en la atmósfera (IPCC, 

2014). A pesar de ser una problemática de escala mundial, los impactos del 

cambio climático (CC) son heterogéneos entre países. Aunque Colombia emite 

tan solo el 0.4%, del total de emisiones del mundo, (Ideam, 2009) recibe la 

afectación de las emisiones mundiales; con consecuencias importantes en su 

economía (Cepal, 2013). Aquí, como en otros países, se ha generado un interés 

por realizar acciones tanto de adaptación como de mitigación al CC. En tal 

sentido, el país ha avanzado con cuatro estrategias tanto, para la mitigación 

como la adaptación al cambio climático: el plan nacional de adaptación al 

cambio climático (PNAC), la estrategia Colombiana de desarrollo bajo carbono 

(ECDBC), la estrategia de reducción de emisiones por deforestación y 

degradación ambiental (REDD+) y La estrategia financiera para la protección de 

desastres.  

Dentro de las discusiones que se dan a nivel internacional sobre la forma 

más eficiente de disminuir las emisiones de GEI se han propuesto los impuestos 

al carbono. Aunque en la actualidad se han implementado exenciones tributarias 

para incentivar las mejoras tecnológicas que contribuyan a la disminución de 

CO2 (ley 788 de 2002 articulo 95), la aplicación de un impuesto a las emisiones 

de CO2 está aún en estudios para su viabilidad, pues se debe resaltar y aclarar 

que el propósito de un impuesto al carbono (o de los impuestos verdes), no tiene 

como interés en aumentar el recaudo sino que su objetivo es alinear los 

incentivos de las empresas y los hogares de tal manera que se logre una 

disminución en las emisiones de GEI, sin afectar el crecimiento del país.  

En la teoría económica se discuten los efectos que trae la inclusión de un 

impuesto, generalmente las distorsiones que genera en los mercados, y 

particularmente, los efectos negativos en el consumo del bien y en los sectores 

que se relacionan. Un ejemplo de esto se presenta en Hernandez (2012) en 

donde se plantea un modelo de equilibrio general (MEG) sencillo para Colombia. 

En él se muestran los mecanismos e incentivos que generan la inclusión de un 

impuesto verde en el sector industrial. Se resalta que el impuesto encarece el 

bien generado con procesos “sucios” (que es la manera en la que el autor 

involucra los bienes con mayores emisiones de GEI), lo que hace que se 

desestimule su consumo y, por esa vía, se genere menos contaminación.  
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La discusión sobre la imposición de los impuestos, aparte de determinar 

quién paga y como se realiza el recaudo, entre otras preguntas 

macroeconómicas; está relacionada con los efectos distributivos o 

microeconómicos relacionados con el bienestar de los hogares, alteraciones en 

el empleo, o efectos en la productividad fruto del doble dividendo3 (Fullerton & 

Metcalf, 1997; Liang, Lovejoy & Lee 1998)  

En la literatura, para realizar la estimación del efecto de los impuestos sobre 

el bienestar se puede contar con diferentes herramientas; las microsimulaciones 

(MSM), o los modelos de equilibrio general (MEG) que pueden estar 

desagregando por hogares. De acuerdo con Ballas, et al (2005) las MSM son 

una metodología que permite identificar los efectos en la heterogeneidad de la 

población. De manera particular, las MSM apuntan a examinar los cambios en 

el comportamiento de los individuos dentro del hogar, por efecto de un impuesto, 

y analizar los impactos de cambios políticos o de efectos exógenos (cómo es el 

cambio climático o los impuestos).  

En Colombia, Claudio (2005) establece un vínculo entre los modelos de 

equilibrio general y las encuestas de hogares, por medio de MSM, para estimar 

los cambios en el bienestar de los hogares y los efectos distributivos ante 

cambios en políticas macroeconómicas. Las MSM permiten comprender los 

efectos en los hogares, el cambio de decisiones debido a los choques exógenos. 

Mientras, que los MEG permiten entender los cambios en el PIB, alteraciones 

en el consumo intermedio o en la producción de bienes y servicios.  

Este documento, complementa parcialmente el ejercicio realizado por 

Calderon, et al (2015) en el cual se plantean los posibles efectos a nivel 

macroeconómico de un escenario de impuesto fijo de 50 dólares por tonelada 

de Co2eq que tiene un crecimiento de 4% anual en diferentes modelos 

energéticos y económicos con un mecanismo de reciclaje directamente al 

consumo de los hogares. En el presente documento en particular, se realiza un 

complemento al incluir los resultados distributivos en dos escenarios de 10 y 50 

dólares por tonelada emitida, complementado los resultados del modelo de 

equilibrio general computable de cambio climático para Colombia (MEG4C).  

                                                 

3 La literatura relacionada con impuesto verdes define el doble dividendo en este tipo de impuestos, por 
una parte reducir las emisiones de GEI y por otra parte, es capaz de generar ingresos fiscales o beneficios, 
dependiendo en el uso que se le dé al recaudo.  
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Para lograr tener resultados distributivos se realizó un soft-link entre el 

MEG4C y la información de hogares. La integración de los dos modelos, tal 

como menciona Peichl (2008) permite explotar lo mejor de cada uno, 

permitiendo identificar los efectos en equidad y eficiencia de las decisiones que 

se realicen en la política pública.  

A continuación se describirá el impuesto modelado, una revisión de literatura 

de micro simulaciones e impuestos, seguido de las metodologías empleadas en 

la estimación, basadas en canastas fijas y canastas variables. Por último, se 

discuten los resultados en las conclusiones y se presentan algunas 

recomendaciones de política para la inclusión del bienestar en la política de 

mitigación de cambio climático.  

 

2. Metodología de Impuestos Verdes  

El objetivo de los impuestos verdes, como menciona Rodriguez (2008) se 

orienta a incorporar, en la maximización de beneficios de la firma, la externalidad 

de la contaminación dentro de su proceso productivo. En especial se incorpora 

un impuesto pigouviano equivalente al costo social marginal que genera la 

emisión de GEI4. Ese impuesto busca, al mismo tiempo que se reducen las 

emisiones, se incentive a las firmas a realizar mejoras tecnológicas, de tal 

manera que se logren disminuir las emisiones por unidad de producto y se 

realice un consumo eficiente de energía o del bien generador de las emisiones. 

Por otra parte, la inclusión de un impuesto genera un aumento en los costos 

productivos, que se ve traducido en aumentos de precios y disminución de la 

producción, lo que a su vez repercute en los precios para los diferentes sectores.  

El proceso de modelación de los impuestos verdes tuvo dos pasos, el 

primero consistió en recrear dos escenarios en el MEG4C, esto permite 

comprender los efectos en la producción, en reducción de emisiones y en 

cambio de precios. El segundo paso consiste en incorporar los cambios en 

precios de cada uno de los escenarios en las funciones de consumo de los 

hogares y estimar el cambio en el bienestar debido a la variación de los precios.  

                                                 

4 El costo social marginal es cuánto paga la sociedad por la producción de un bien  
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Los escenarios que se modelaron corresponden a impuestos de 10 y 50 

dólares por tonelada emitida de CO2eq. En ambos casos se define que dichos 

impuestos entran en la economía en el 2015 y anualmente crecen en 4%. El 

comportamiento decenal de los escenarios se muestra en la tabla 1. 

Adicionalmente, para poder realizar comparaciones del impacto se construye un 

escenario de referencia en el que se modela la economía sin ninguna distorsión. 

Tabla 1  
Escenarios de los impuestos al carbono.  

Escenario 2020 2030 2040 2050 2060 2070 2080 2090 2100 

1 10 15 22 32 48 71 105 156 230 

2 50 74 110 162 240 355 526 779 1152 

Fuente: Cálculos propios. 

 

Incluir un impuesto verde frente a no incluirlo, tendrían los siguientes efecto. 

Bajo el escenario de un impuesto de 10 dólares, afectaría en promedio en un 

2.18% del PIB, para el periodo 2015 a 2050, y un 9% para el escenario de 50 

dólares. Al mismo tiempo, se lograría una reducción de las emisiones de GEI en 

5.46% y 19.36% respectivamente. La incorporación del impuesto en detalle y 

los efectos macroeconómicos de los escenarios de impuestos verdes se 

presentan en Calderon (2013). 

La modelación realizada en el MEG4C permite capturar el cambio en precios 

de los bienes finales. Este cambio de precios es el insumo para hacer el vínculo 

con las encuestas de hogares, pues dichas alteraciones son importantes en la 

economía, como muestra Lasso (2008), las distorsiones en los precios a los que 

se ve enfrentado cada hogar, puede influenciar de manera importante la pobreza 

y el bienestar de los hogares. Por tanto, la estimación que se realizará puede 

interpretarse como el dinero que debe darle el Estado a los hogares para que 

mantengan su mismo nivel de consumo5.  

  

                                                 

5 Este tipo de análisis se conocen como variación compensada y equivalente, los detalles de este tipo de 

análisis pueden consultarse en Mendieta (2008) 
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2.1 Revisión de literatura de MSM 

En la literatura se encuentra que existen diferentes aproximaciones para 

estimar los efectos distributivos que podría tener un impuesto al carbono, y de 

esta manera determinar los efectos en el bienestar de los hogares. La 

metodología usada para este tipo de análisis es, en su mayoría, las MSM.  

Bourguignon et al (2005) muestra que la estimación de microsimulaciones 

como herramienta para analizar la política pública (incidencia de impuestos, 

análisis en bienestar, pobreza, entre otros) es más útil en la discusión de 

implementación, que los MEG modelando diferentes hogares. De hecho, 

plantea que la interacción entre las dos metodologías es ideal, dependiendo de 

los propósitos, para la identificación adecuada de los efectos de una política 

pública. Esta integración se da al considerar las interacciones que las decisiones 

de los hogares pueden tener en el comportamiento del modelo de equilibrio 

general. Para el caso que exista una retroalimentación se dice que existe un 

hard link, pero cuando se asume que los hogares son tomadores de precios (y 

salarios), en cuyo no se afecta el comportamiento macroeconómico se conoce 

como soft link. Adicionalmente, si los consumidores responden al cambio de su 

canasta de consumo debido al cambio en precios, las MSM se conocen como 

comportamentales, en el caso contrario, que la canasta no se altere, las MSM 

son de tipo aritméticas.  

Steiner (2012) realiza ejercicios de modelación por MSM aritméticas, 

considerando la reforma tributaria para los hogares alemanes, de esta manera 

pudo realizar simulaciones temporales de la disminución de los ingresos de los 

hogares, posibles arbitrajes y sustituciones para compensar la caída en el 

consumo. De manera similar, Janský (2013) estima los efectos de la reforma 

arancelaria en la República Checa de un impuesto al valor agregado, que 

genera una distorsión en los precios. Para esto realizó microsimulaciones 

incorporando estimaciones de demanda por medio de un modelo de modelo 

Almost Ideal Demand System (QUAIDS) para un periodo de 2001 a 2011, 

permitiendo modelar las variaciones en las canastas de consumo y las 

elasticidades de sustitución entre sectores ante los cambios en el ingreso de los 

hogares.  

Para los alcances de este documento se optará por el uso de 

microsimulaciones comportamentales, las cuales tienen la ventaja de permitir 

estimar los efectos sobre los hogares de los cambios en precios de las canastas 
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de consumo y estimar la pérdida de bienestar en términos de consumo de los 

hogares. Pero presenta una complejidad de estimación frente a las aritméticas.  

Dada las características del MEG4C, en el que se presenta desempleo 

constante y precios relativos móviles en la economía, se decide modelar bajo el 

supuesto que los hogares son tomares de precios, y sin afectaciones en la oferta 

laboral (para no generar inconsistencias con el desempleo constante). Sin 

embargo, en análisis futuros estos supuestos se podrían suavizar. 

Un criterio importante que se cuenta con las MSM es que es posible 

presentar resultados en términos espaciales o geográficos. Ballas, et al (2005) 

muestra que una de las aplicaciones más importantes del uso de las MSM 

consiste en encontrar diferencias regionales pues reconocen los efectos 

geográficos aspecto que en los MEG de aproximación nacional no reconoce. En 

este caso, gracias a que la encuesta de hogares que se utiliza en esta 

aproximación tiene representación departamental, es posible extrapolar los 

resultados.  

2.2  Metodología Microsimulaciones  

Los supuestos que se deben tener en consideración en la modelación de 

MSM aritméticas son dos. En primer lugar, la estructura de los hogares se 

mantendrá constante en todo el periodo de trabajo, esto implica que la 

composición poblacional no se afecta en todo el periodo de tiempo. No obstante, 

este no es un supuesto que afecte de manera importante los resultados, porque 

una de las condiciones del MEG4C es una tasa de participación en la economía 

constante.  

Segundo, el consumo en compra de viviendas se omitió del cálculo porque 

no sería correcto modelar un hogar con patrones de consumo constantes en 

este bien, ya que esto implica que el mismo hogar compra vivienda cada año; lo 

que con lleva a sobreestimar los resultados.  

Integración con el MEG4C  

El MEG4C es un modelo de equilibrio general desarrollado por la 

subdirección de desarrollo ambiental del DNP en el marco del Estudio de 

Impactos del Cambio Climático (EIECC). (Alvarez, et al 2014) Una de las 

diferencias que tiene el MEG4C a otros MEG es que cuenta con un módulo 
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sobre emisiones de gases de efecto invernadero por sector económico. Esto 

permite, identificar los efectos en las emisiones de CO2eq ante la inclusión de 

un impuesto y poder estimar los efectos en los sectores que componen la 

economía. Este modelo se construye para 16 sectores económicos, a partir, de 

la matriz de contabilidad social a precios de 2010. 

Como se mencionó anteriormente en el MEG4C se modelaron 2 escenarios 

de impuestos al carbono de 10 y 50 dólares, y un escenario de referencia que 

permite realizar las comparaciones. Los resultados de la modelación muestran 

que los precios de todos los bienes exceptuando los del sector energético, 

minero-energético y agua crecen a través del tiempo. (Ilustración 1)  

Ilustración 1  
Comportamiento de los precios en el tiempo en el escenario de referencia (2000-2100) 

 
Fuente: Cálculos propios. 

 

Los cambios de los precios con respecto al escenario de referencia, 

muestran que los bienes de los sectores de energía, transporte y manufactura 

(en menor proporción) presentan disminuciones frente al escenario de 

referencia. Los restantes tienen un aumento en los precios, de diferentes 

magnitudes. Y como es de esperar los efectos son mayores en un impuesto de 

50 dólares que de 10 dólares.  
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Ilustración 2  
Cambio porcentual de los precios en escenarios por impuestos con respecto a 
escenario de referencia 

 
Fuente: Cálculos propios. 

 

Los resultados muestran que el impuesto al carbono genera una distorsión 

de precios importante en algunos sectores de la economía. Por ejemplo, en el 

caso del transporte el precio en el escenario de referencia sube, pero con el 

impuesto sube 5% más. Estos cambios de precios pueden parecer pequeños 

pero Lasso por ejemplo encuentra que un aumento en precios de alimentos en 

cerca de 3.5% generan aumento en la pobreza de 0.62% y en pobreza extrema 

de 0.14%. Es decir, que la sensibilidad que puede tener la población de bajos 

ingresos ante esos cambios puede ser particularmente grande.  

La correspondencia entre los precios de los sectores del MEG4C con el 

consumo de los hogares, se realiza con la información de la Encuesta de 

Calidad de Vida (ECV)6 del 2011. Esta encuesta permite identificar el consumo 

y los ingresos de cada uno de los hogares, así como información demográfica 

relevante. Si bien, tal como anotan Cortez y Pérez (2010) el objetivo de esta 

encuesta no es comprender los gastos de los hogares, si es comprender el 

manejo de los ingresos y gastos a nivel general de los hogares, también es la 

                                                 

6  Encuesta representativa a nivel nacional y departamental.  
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única encuesta que brinda información de diferentes sectores tal como la 

pregunta que nos compete.  

La relación se realiza agrupando el consumo de los hogares en los sectores 

que se representan el MEG4C. Esta relación se presenta en la tabla de a 

continuación.  

Tabla 2  
Correlación entre sectores del MEG4C y sectores la ECV 

Sector MEG4C Gasto de los hogares relacionado con 

Agrícola  Papa, frijol, plátano, arveja, banano y panela 

Alimentos 
Pan, salchichas, arroz, aceite, azúcar, dulce, enlatados, galletas, gaseosas, otros pre 
cocidos, bebidas y bebidas alcohólicas 

Comercio Restaurantes, hoteles, reparación de vehículos  

Construcción\1 Compra de viviendas 

Energético Energía y gas  

Forestal\1 n.e. 

Ganadero Carne, leche, Gallinas, cultivo de animales  

Manufactura 

Cigarrillos, fósforos, calzado, revistas, productos de aseo del hogar, productos de aseo 
personal, algodón, medias veladas, bombillos, medicamentos, ropa, reparación de 
calzado, libros, reparación muebles, juegos, muebles, colchones, ollas, nevera, 
vehículos, computador, accesorio para pc, celulares, consolas de juego, y cámaras 

Maquinaria\1 n.e. 

Minería\1 n.e. 

Minero energético Gasolina, combustible para cocina 

Pesca Pescado 

Servicios 

Parqueadero, apuestas, servicios domésticos, café internet, lavado, peluquería, 
entretenimiento, empleada doméstica, internet, crédito, parabólica, fax, reparación 
vivienda, cuotas extraordinarias, seguros, mascota, alcantarillado, basura, teléfono, 
arriendo y factura celular. 

Transporte Bus, transporte intermunicipal y tiquetes de avión 

Vivienda Administración 

Acueducto Servicio de acueducto  

Fuente: ECV, MEG4C. Cálculo del autor. No equivalente (n.e) 
Nota 1: Los hogares no consumen sectores de construcción, forestal, maquinaria y minería por lo tanto 

los choques en precios en estos sectores no afectan directamente el bienestar de los hogares.   
 
 

Es importante anotar que el consumo de los hogares en los sectores forestal, 

maquinaria y minería no tienen un equivalente en las encuestas de hogares. Por 

su parte, el sector de construcción se refleja en la compra de vivienda, pero dado 

que el estudio se hace por hogar, incluir un choque implica que el mismo hogar 

realiza compras de vivienda año tras año, razón por la cual se omite del análisis 

de beneficios.  
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2.3  Microsimulaciones aritméticas  

La estimación de los efectos en el cambio del bienestar se realizará como la 

diferencia del consumo final entre lo que se consume con los precios de los 

escenarios de impuestos menos el precio de referencia. Es decir, dado que los 

hogares son tomadores de precios, el cálculo representa el valor que se debe 

dar a un hogar para lograr que consuma la misma canasta. Asumiendo que no 

existe efectos ingresos o de sustitución que alteren la composición de la 

canasta. La ecuación 1 muestra que el cambio del bienestar del hogar (Δ𝐵ℎ,𝑡) 

en un momento especifico del tiempo (t) es igual a la suma de cada una de las 

participaciones del hogar (𝑤ℎ,𝑗) del gasto del sector (j) en ese hogar (h) por la 

diferencia de precios entre el escenario de referencia (𝑃𝑗,𝑡
𝐵𝐴𝑈)y los precios que 

se generan producto del impuesto(𝑃𝑗,𝑡
𝑇 ).  

Δ𝐵ℎ,𝑡 = ∑ 𝑤ℎ,𝑗(𝑃𝑗,𝑡
𝐵𝐴𝑈 −

𝐽

𝑗

𝑃𝑗,𝑡
𝜏 ) (1) 

La ecuación anterior es cierta si se considera que la canasta de consumo del 

bien j no varía en el tiempo. Este supuesto puede resultar muy fuerte pues ante 

un aumento de precios de un bien se espera que el consumo de éste caiga. 

Incorporando este hecho la ecuación se puede entonces escribir de la siguiente 

manera:  

Δ𝐵ℎ,𝑡 = ∑(𝑤ℎ,𝑗
𝐵𝐴𝑈 𝑃𝑗,𝑡

𝐵𝐴𝑈  − 𝑤𝑖,𝑗
𝜏 𝑃𝑗,𝑡

𝜏 )

𝐽

𝑗

 (1’) 

Note que en este caso el 𝑤ℎ,𝑗 tiene un superíndice para definir la canasta 

que asume en cada tipo de escenario.  

2.4  Composición del consumo de los hogares 

La canasta de consumo inicial, para los hogares agrupados por quintil de 

ingreso, permite identificar que los hogares de menores ingresos tienen una 

mayor participación en algunos sectores. Los resultados muestran, aspectos 

comentados en la literatura como la sensibilidad de los hogares pobres a 

cambios de precios en los alimentos, en promedio su consumo es de cerca del 

30%, mientras que en el grupo de más altos ingresos la participación se reduce 
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al 20% y toma importancia el consumo de servicios y productos manufactureros 

de sectores de poca participación en los hogares de menores ingresos. 

(Ilustración 3). 

Ilustración 3  
Peso relativo del gasto sectorial de los hogares en el total (5 grupos de ingresos) 

 
Fuente: DANE - ECV (2011) 

Nota: El porcentaje no incluye a los hogares que no consumen en ese sector. 

 

Adicionalmente, dado que un interés consiste en identificar los cambios 

regionales, agrupar la población para por ubicación geográfica. La proporción 

de gasto promedio en alimentos es la menor en Bogotá en donde alcanza cerca 

de 13%, llegando en el departamento de Choco y Córdoba a ser superior al 

30%. Por su parte la proporción del consumo en manufacturas, es relativamente 

estable en todos los departamentos, esta proporción oscila entre el 11 y el 16 

por ciento. La participación del sector de alimentos y de productos 

manufactureros en cada uno de los departamentos del país se presenta en la 

ilustración 4. 
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Ilustración 4  
Peso relativo de gasto de los hogares de los sectores de alimentos y manufacturas 

(32 departamentos) 

 
Fuente: DANE - ECV (2011)  
Nota: El porcentaje incluye solo a los hogares que consumen en ese sector. 

 

Para poder estimar la sensibilidad de la canasta del consumo, varios autores 

plantean diferentes estrategias para identificar los cambios en la demanda. Por 

ejemplo Cortes & Pérez (2010) estiman el cambio de la canasta a través de 

estimaciones de demanda no paramétricas que captura los efectos de la 

sustitución entre bienes. Esto se realiza por medio de la metodología Almost 

Ideal Demand System (AIDS) que se describe a continuación.  

2.5 Almost ideal demand system (AIDS) y Quadratic Almost Ideal 

Demand System (QAIDS) 

La estimación del AIDS es una metodología planteada en Deaton & 

Muellbauer (1980). En este artículo se estima una función de demanda para los 

hogares que cumpla con la ley de demanda, es decir que ante aumentos de 

precios, las cantidades que se consumen sean menores. Asimismo, que ante 

caídas de precios en un bien se afecta el consumo de bienes sustitutos.  

El modelo toma como punto de partida la teoría de maximización de utilidad 

del consumidor, dada una restricción de presupuesto. Se modela un conjunto 

de bienes 𝑖 = 1 … 𝑁  y hogares ℎ = 1 … 𝐻 . La participación de un bien en el 

consumo del hogar está dado por 𝑤𝑖ℎ =
𝑝𝑖𝑞𝑖

∑ 𝑝𝑖𝑞𝑖
. De acuerdo con las condiciones 

de maximización clásicas y sin incorporar el ahorro se cumple que el consumo 

(precios por cantidades) es igual al ingreso del hogar (𝑥ℎ = ∑ 𝑝𝑖𝑞𝑖)  
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A partir de lo anterior, Deaton & Muellbauer (1980) derivan la ecuación 3 

aplicando las condiciones de maximización. En esta ecuación es posible 

identificar los parámetros de sensibilidad (𝛾𝑖𝑗 y 𝛽𝑖𝑗) del bien i o j ante cambios 

de precios y ante cambios de los otros precios, reflejado en un índice de precios 

Ρh definido en la ecuación (3b)  

𝑤𝑖ℎ = 𝛼𝑖 + ∑ 𝛾𝑖𝑗 log(𝑝𝑗ℎ)

𝑗

+ 𝛽𝑖 log (
𝑥ℎ

Ρh
) + 𝜀𝑖ℎ 

Ρh = α0 + ∑ 𝛼𝑗 ln 𝑝𝑖𝑗 +
1

2
∑ ∑ 𝛾𝑗𝑘 ln 𝑝𝑗ℎ ln 𝑝𝑘ℎ

𝑁

𝑘

𝑁

𝑗

𝑁

𝑗

 

(3a) 

 

(3b) 

La formulación de este modelo como anota Cortez & Pérez (2010) es muy 

flexible pues no restringe las elasticidades y permite replicar cualquier estructura 

de demanda en comparación con modelos de sistema lineal de gasto, o 

sistemas de Roterdan. No obstante, tiene una limitación y es considerar que las 

curvas de Engel son lineales7. Banks, et al (1997) por tanto propone incorporar 

un factor cuadrático en el ingreso y esta modificación es conocida como QAIDS.  

En esencia el QAIDS mantiene todas las propiedades que AIDS, pero 

incorpora un factor al cuadrado en el ingreso. Por tanto, las proporciones de 

cada uno de los bienes están dado por: 

𝑤𝑖ℎ = 𝛼𝑖 + ∑ 𝛾𝑖𝑗 log(𝑝𝑗ℎ)

𝑗

+ 𝛽𝑖 log (
𝑥ℎ

𝑎(Ρh)
) +

𝜆

𝑏(Ρh)
{ln [

𝑥ℎ

𝑎(Ρh)
] }

2

+ 𝜀𝑖ℎ (3) 

Donde 𝑎(Ρh) =  Ρh  corresponde al que se definió anteriormente y 𝑏(Ρh) =

∏ 𝑝𝑖ℎ
𝛽𝑖

𝑖  

La estimación de estos modelos se realiza de manera no restringida, como 

plantea Poi (2002) teniendo como restricción que ∑ 𝛾𝑖𝑗𝑗 = 0 ∀ 𝑗. Con este 

sistema de ecuaciones se realizan las estimaciones de las participaciones 

considerando alguna variación en los precios.  

Cómo se mostró en las ecuaciones es necesario contar con un precio por 

hogar, por lo que se transformó el precio que reporta el MEG4C para cada sector 

                                                 

7 La curva de Engel es la relación entre el consumo de un bien y el aumento del ingreso.  
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multiplicando por el índice de precios (IPC) que reporta el DANE para cada 

departamento y nivel de ingreso. Adicionalmente siguiendo a Cortez & Perez 

(2010) se usaron variables de tamaño del hogar como proxy de variaciones 

entre hogares.  

 

3. Resultados 
 

3.1  Microsimulaciones aritméticas  

En primer lugar se presentan los resultados de las MSM asumiendo que la 

canasta de consumo se mantiene constante8. En este caso se encuentra que la 

incorporación del impuesto tiene efectos positivos en el bienestar de los hogares 

de los quintiles de ingresos más bajos es decir que logran consumir más; 

mientras que los hogares de ingresos altos tienen efectos negativos en el 

bienestar. Esta relación es similar desde 2015 (año en que se incorpora el 

impuesto) y el 2100 (Ilustración 5). La diferencia en el bienestar de los grupos 

de ingresos se debe a que el cambio en precios de los sectores de alimentos y 

agrícola favorecen el consumo de los hogares de quintiles 1 y 2 mientras que el 

aumento en los precios de los sectores energético y transporte afectan en mayor 

medida a los quintiles más altos.  

 

 

 

 

 

 

                                                 

8 Aplicando la ecuación 1 
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Ilustración 5  
Cambios en el bienestar en el tiempo respecto al escenario de referencia  

 

(a) Escenario 10 dólares (b) Escenario 50 dólares 

  

Fuente: Cálculos propios  
 
 

En promedio, los hogares de los ingresos más bajos tendrían un aumento en 
el consumo de 0.2% en todo el periodo de 2015 a 2100. Mientras que los 
hogares del quintil más alto tiene un efecto negativo cercano al 0.2%. Estos 
resultados permitirían concluir que un impuesto al carbono es progresivo. 
(Ilustración 6)  

Ilustración 6  
Cambios en el bienestar promedio  

 
Fuente: Cálculos propios  
 
 

Sin embargo, los resultados anteriores como se ha venido advirtiendo están 

sesgados en la medida que las canastas de los hogares no se ven afectadas 
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por los precios. A continuación se presenta los resultados considerando este 

hecho.  
 

3.2  QAIDS 

La estimación de QAIDS se hace mediante un sistema de ecuaciones 

simultáneas, aunque las medidas de bondad de ajuste se realizan para cada 

ecuación estimada. Los parámetros de sustitución estimados entre sectores se 

presentan en el anexo.  

Ilustración 7  
Bondad de ajuste de la estimación Por ecuación  

Sector (𝒘𝒊) ECM R-sq 

Agrícola 10.04 0.76 
Alimentos 13.82 0.82 
Comercio 7.28 0.52 
Energía 5.97 0.61 
Ganadería 5.68 0.71 
Manufactura 11.50 0.73 
Energía (Gasolina, Carbón…) 6.85 0.63 
Pesca 2.86 0.61 
Servicios 14.40 0.60 

Fuente: Cálculos propios  
 

Los resultados de los parámetros muestran que la relación entre los ingresos 

y los precios es positiva para todos los sectores excepto ganadería y transporte. 

Si bien estos parámetros no corresponden a la elasticidad a partir de ellos se 

estima.9 

  

                                                 

9 Las ecuaciones para la estimación de las elasticidades se encuentran en el anexo  
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Tabla 3  
Parámetros estimados para cada uno de los ponderadores/1 

Sector (𝒘𝒊 ) 𝛼𝑖 𝛽𝑖 𝜆𝑖   

Agrícola 14.75*** 0.000829 0.003*** 

 (0.153) (0.000569) (0.002) 

Alimentos 16.37*** 0.00365*** 0.12*** 

 (0.210) (0.000314) (0.007) 

Comercio 12.49*** 0.0175*** 0.002 

 (0.130) (0.000332) (0.003) 

Energía 10.02*** 0.00804*** 0.009*** 

 (0.121) (0.000412) (0.003) 

Ganadería 7.256*** -3.20e-05 0.008 

 (0.126) (0.000595) (0.001) 

Manufactura 12.14*** 0.00515*** 0.10*** 

 (0.207) (0.000273) (0.01) 

Energía (Gasolina, Carbon…) 11.56*** 0.00255*** -0.03*** 

 (0.107) (0.000209) (0.004) 

Pesca 6.196*** 0.00907*** 0 

 (0.0693) (0.000569) (0.007) 

Servicios 17.40*** 1.302*** 0.003 

 (0.216) (0.0111) (0.001) 

Transporte 0.00613*** -0.359*** 0 

 (0.000416) (0.0108) (0) 

Nota /1 La matriz de parámetros de sustitución entre sectores (𝛾) se encuentra en el anexo. 

Fuente: Cálculos propios   
 

Con las estimaciones anteriores es posible estimar el cambio en la 

participación de cada producto en la canasta final debido a la distorsión en 

precios. Los sectores que se ven afectados negativamente (disminución del 

consumo) frente al escenario de referencia son el minero energético y de 

transporte. Los demás sectores aumentan su participación destacándose el 

aumento en el sector de servicios (Ilustración 8). Los resultados de esto se 

deben a que el sector de transporte no se puede sustituir por otro bien, por tanto 

los efectos en el cambio de precios son directos en la función de bienestar, de 

manera similar ocurre con el bien de Minero-energetico (o consumo de gas y 

gasolina) que es sustituible únicamente con el sector comercio. Mientras que el 

sector de servicios, es sustituto del sector agrícola, energético, y ganadero. Al 

ser el sector de servicios el de mayor reducción de precios debido al impuesto, 

el consumo de bienes de dicho sector captura gran parte del consumo de hogar.  
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Ilustración 8  
Cambio porcentual en la composición de la canasta 

 
Fuente: Cálculos propios  

 

Se estima el cambio en bienestar utilizando la ecuación 1’, que hace explícito 

el cambio en la canasta y precios. Los resultados muestran que a diferencia de 

la metodología anterior ningún quintil tiene aumentos en el consumo. Esto se 

debe a que si bien hay una caída en los precios de los sectores energía y 

transporte éste es menor que en el escenario de referencia, y dada su baja 

sustitución, implica que el efecto es muy fuerte en los hogares. Considerando 

que la participación de transporte y energía es diferente por quintil de ingreso, 

hace que los efectos varíen (Ilustración 9).  
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Ilustración 9 
Cambios en el bienestar en el tiempo respecto al escenario de referencia 

(a) Escenario 10 dólares (b) Escenario 50 dólares 

  
Fuente: Cálculos propios  

 

Los resultados en el cambio de bienestar promedio de todo el periodo 

estudiado muestran que la perdida en el bienestar generalizada para todos los 

grupos de ingresos. Al igual que en las microsimulaciones aritméticas con 

canastas constantes, el grupo de ingresos más altos es el que se ve más 

afectado con el impuesto, esto se debe por la no sustitución de los sectores más 

impactados por el impuesto.  

La poca sustitución entre los bienes refleja los impactos negativos, 

adicionalmente considerando que la curva de Engels no es lineal, ante 

aumentos de los ingresos, el consumo de los bienes no necesariamente 

aumenta en la misma proporción. Es decir, que para los hogares del quintil 1 y 

2 al tener pocos ingresos y una sustitución en los sectores más afectados, 

entonces su capacidad de respuesta es pequeña.  

El grupo de ingreso 3 tiene la menor perdida, esto se debe a dos aspectos. 

En primer lugar los ingresos de este grupo de población permiten comprar más 

de los otros bienes para así compensar la pérdida del sector energía. En los 

quintiles altos, el efecto ingreso es mayor al efecto sustitución, lo que implica 

que aunque el precio suba los hogares no pueden hacer una sustitución de los 

bienes energéticos. (Ilustración 10) 
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Ilustración 10 
Cambios en el bienestar promedio 

 
Fuente: Cálculos propios 

 

Por último, un ejercicio adicional que se realizó consiste en identificar los 

cambios en bienestar promedio del departamento. Los resultados reportados en 

la ilustración 11, evidencia que Bogotá y las regiones del país en donde el valor 

del KwH no subsidiado es más alto (MinMinas, 2012) es en donde se verán más 

afectados por la incorporación de impuesto. Esto contrasta con las zonas 

petroleras del país, Vichada y Caquetá en donde se evidencian efectos 

positivos.  

Ilustración 11  
Cambios en el bienestar promedio (Por departamento) 

 
Fuente: Cálculos propios  
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4. Conclusiones y recomendaciones  

La política fiscal colombiana tiene tres objetivos: proveer bienes públicos, 

redistribuir y estabilizar la economía. Sin embargo, recientemente se reconoce 

un nuevo objetivo relacionado con la fiscalidad ambiental, es decir, que la 

política fiscal también tiene como objetivo garantizar un medioambiente sano y 

sostenible en el uso de los recursos naturales.  

El análisis que se realizó permitió identificar los efectos distributivos de incluir 

un impuesto verde, mostrando que todos los hogares tendrían un cambio 

negativo en su consumo. El quintil más rico se vería altamente afectado, y el 

más pobre tendría igualmente una afectación importante. Esto hace que la 

inclusión del impuesto, tal como se modela, tenga efectos negativos en la 

distribución, o que el impuesto es regresivo. No cumpliendo, con el segundo 

objetivo planteado por la política fiscal de lograr una distribución del ingreso, 

(disminuir la desigualdad) por medio de los impuestos.  

Es importante, mencionar que la teoría de impuestos verdes tiene la 

hipótesis de doble dividendo que ha sido altamente discutida. Ésta plantea que 

los impuestos verdes pueden cumplir con el propósito de mejorar el ambiente y 

la economía porque podría reducir los otros impuestos por ejemplo a la oferta 

laboral, dependiendo del uso que se haga del recaudo. Aunque estos beneficios 

se evidencian solo en condiciones especiales de la economía (Fullerton, Metcalf, 

1997) 

Los impactos de los impuestos se deben en gran medida a la manera en que 

se cobran. Tal como menciona Mankiw, et al (2009) existe una gran diferencia 

entre la teoría fiscal y la política fiscal, en gran parte porque la teoría fiscal exige 

mucha información, por ejemplo, en el caso de los impuestos verdes se requiere 

información del costo social marginal del carbono. Este dato puede ser muy 

complejo de medir y aún si se lograra cambiaría con facilidad en el tiempo. Este 

vacío de información, hace que imponer una tasa de impuesto que satisfaga las 

condiciones de Pigou, sea prácticamente imposible, generando efectos no 

deseados en la distribución del ingreso tal como se encontraron.  

Aunque el impuesto podría considerarse regresivo, existen herramientas que 

permitan compensar a los hogares de menores recursos, es decir, que el 

recaudo del impuesto podría usarse para mejorar las condiciones de la 

población más pobre, e indirectamente afectar la distribución del ingreso. Sin 
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embargo, en la experiencia internacional se discute el uso de recaudo en 

actividades que incluso podrían afectar aún más la distribución del ingreso, por 

ejemplo Ekis & Dresner (2004) encuentra que el peor efecto distributivo ocurre 

cuando el recaudo es usado para financiamiento de las entidades 

medioambientales.  

La OECD ha mostrado que las cargas fiscales son más efectivas que los 

subsidios para lograr los objetivos ambientales (OECD, 2010a). Es decir, que 

para lograr una efectiva reducción de GEI se debe acompañar el impuesto con 

un desmonte progresivo con subsidios a la gasolina o al uso de energía, para 

que el recaudo proveniente del impuesto pueda generar los incentivos correctos 

y las redistribuciones adecuadas usando los recursos de los subsidios en 

incentivar a los hogares para logar un uso eficiente de la energía, reducir su 

consumo y por tanto las afectaciones del impuesto.  

Aspectos como el pago y el recaudo, son fundamentales al momento de la 

aplicación de las políticas fiscales. Tal como anota Ekins, et al (2004) si el 

impuesto al consumo de energía se recauda directamente por el consumo de 

energía, podría modificar el pago por unidad de consumo de acuerdo a 

características de los hogares. Esta es una manera en afectar los impactos 

distributivos sin disminuir las disminuciones en las emisiones de GEI.  

Por último, se destaca que los análisis de bienestar en los hogares deben 

ser un elemento primordial al momento de la formulación de políticas públicas 

tanto para la adaptación al cambio climático como para la mitigación. La decisión 

desde la política pública puede presentarse en un trade-off entre bienestar 

presente y futuro. En el presente no incluir el impuesto evita los efectos 

negativos en el bienestar presente, pero genera contaminantes que afectaran el 

bienestar futuro.  
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Tabla 4  
Matriz de sustitución entre sectores /1 

A
g
rí

c
o
la

 

𝜸𝟏𝟏 𝜸𝟏𝟐 𝜸𝟏𝟑 𝜸𝟏𝟒 𝜸𝟏𝟓 𝜸𝟏𝟔 𝜸𝟏𝟕 𝜸𝟏𝟖 𝜸𝟏𝟗 𝜸𝟏𝟏𝟎 

−0.175 ∗∗∗ 0.0275 ∗∗∗ −0.0359 ∗∗∗ −0.129 ∗∗∗ −0.0531 ∗∗∗ −0.0150 ∗∗∗ −0.296 ∗∗∗ 2.625 ∗∗∗ −0.297 ∗∗∗ −0.257 ∗∗∗ 

(0.00619) (0.00818) (0.00708) (0.0119) (0.00563) (0.00344) (0.0116) (0.0211) (0.00825) (0.0112) 

A
lim

e
n
to

s
  𝜸𝟐𝟐 𝜸𝟐𝟑 𝜸𝟐𝟒 𝜸𝟐𝟓 𝜸𝟐𝟔 𝜸𝟐𝟕 𝜸𝟐𝟖 𝜸𝟐𝟗 𝜸𝟐𝟏𝟎 

 −𝟎. 𝟏𝟓𝟑 ∗∗∗ −𝟎. 𝟔𝟑𝟕 ∗∗∗ −𝟎. 𝟐𝟐𝟎 ∗∗∗ −𝟎. 𝟎𝟏𝟕𝟏 ∗∗∗ −𝟎. 𝟔𝟒𝟓 ∗∗∗ 𝟎. 𝟕𝟔𝟏 ∗∗∗ −𝟎. 𝟎𝟏𝟏𝟓 ∗ −𝟎. 𝟎𝟔𝟖𝟖 ∗∗∗ −𝟎. 𝟎𝟎𝟏𝟑𝟎 

 (𝟎. 𝟎𝟎𝟗𝟔𝟓) (𝟎. 𝟎𝟏𝟔𝟒) (𝟎. 𝟎𝟎𝟕𝟔𝟎) (𝟎. 𝟎𝟎𝟒𝟕𝟑) (𝟎. 𝟎𝟏𝟓𝟒) (𝟎. 𝟎𝟎𝟔𝟔𝟑) (𝟎. 𝟎𝟎𝟔𝟏𝟗) (𝟎. 𝟎𝟎𝟓𝟓𝟐) (𝟎. 𝟎𝟎𝟖𝟕𝟖) 

C
o
m

e
rc

io
   𝜸𝟑𝟑 𝜸𝟑𝟒 𝜸𝟑𝟓 𝜸𝟑𝟔 𝜸𝟑𝟕 𝜸𝟑𝟖 𝜸𝟑𝟗 𝜸𝟑𝟏𝟎 

  −𝟎. 𝟎𝟓𝟎𝟏 ∗∗∗ −𝟎. 𝟎𝟐𝟑𝟔 ∗∗∗ 𝟎. 𝟎𝟖𝟑𝟏 ∗∗∗ 𝟎. 𝟖𝟑𝟗 ∗∗∗ 𝟎. 𝟎𝟔𝟕𝟑 ∗∗∗ −𝟎. 𝟐𝟑𝟒 ∗∗∗ 𝟎. 𝟎𝟑𝟔𝟗 ∗∗∗ 𝟎. 𝟎𝟐𝟗𝟒 ∗∗∗ 

  (𝟎. 𝟎𝟎𝟒𝟏𝟓) (𝟎. 𝟎𝟎𝟐𝟔𝟒) (𝟎. 𝟎𝟎𝟖𝟓𝟕) (𝟎. 𝟎𝟏𝟐𝟏) (𝟎. 𝟎𝟎𝟖𝟕𝟏) (𝟎. 𝟎𝟏𝟐𝟓) (𝟎. 𝟎𝟎𝟓𝟓𝟎) (𝟎. 𝟎𝟎𝟒𝟐𝟒) 

E
n
e
rg

ía
    𝜸𝟒𝟒 𝜸𝟒𝟓 𝜸𝟒𝟔 𝜸𝟒𝟕 𝜸𝟒𝟖 𝜸𝟒𝟗 𝜸𝟒𝟏𝟎 

   𝟎. 𝟎𝟕𝟕𝟎 ∗∗∗ 𝟏. 𝟓𝟐𝟐 ∗∗∗ −𝟎. 𝟐𝟐𝟒 ∗∗∗ −𝟎. 𝟎𝟎𝟗𝟑𝟒 ∗ 𝟎. 𝟎𝟎𝟓𝟔𝟏 −𝟎. 𝟏𝟎𝟓 ∗∗∗ 𝟐. 𝟑𝟏𝟐 ∗∗∗ 

   (𝟎. 𝟎𝟏𝟏𝟖) (𝟎. 𝟎𝟏𝟐𝟖) (𝟎. 𝟎𝟏𝟏𝟗) (𝟎. 𝟎𝟎𝟓𝟎𝟐) (𝟎. 𝟎𝟎𝟒𝟏𝟕) (𝟎. 𝟎𝟎𝟗𝟖𝟖) (𝟎. 𝟎𝟐𝟓𝟒) 

G
a
n
a
d
e
rí

a
 

    𝜸𝟓𝟓 𝜸𝟓𝟔 𝜸𝟓𝟕 𝜸𝟓𝟖 𝜸𝟓𝟗 𝜸𝟓𝟏𝟎 

    −𝟎. 𝟎𝟔𝟕𝟕 ∗∗∗ −𝟎. 𝟎𝟒𝟎𝟐 ∗∗∗ −𝟎. 𝟐𝟑𝟗 ∗∗∗ 𝟎. 𝟕𝟎𝟑 ∗∗∗ −𝟎. 𝟎𝟎𝟏𝟖𝟗 −𝟎. 𝟎𝟖𝟓𝟎 ∗∗∗ 

    (𝟎. 𝟎𝟎𝟖𝟎𝟖) (𝟎. 𝟎𝟎𝟓𝟕𝟐) (𝟎. 𝟎𝟏𝟔𝟖) (𝟎. 𝟎𝟎𝟓𝟒𝟖) (𝟎. 𝟎𝟎𝟐𝟒𝟐) (𝟎. 𝟎𝟎𝟕𝟗𝟓) 

M
a

n
u
fa

c
tu

ra
 

     𝜸𝟔𝟔 𝜸𝟔𝟕 𝜸𝟔𝟖 𝜸𝟔𝟗 𝜸𝟔𝟏𝟎 

     𝟎. 𝟑𝟖𝟖 ∗∗∗ −𝟎. 𝟎𝟑𝟖𝟏 ∗∗∗ 𝟏. 𝟕𝟔𝟒 ∗∗∗ 𝟑. 𝟒𝟕𝒆 − 𝟎𝟔 ∗∗∗ 𝟏. 𝟒𝟕𝒆 − 𝟎𝟔 ∗∗∗ 

     (𝟎. 𝟎𝟎𝟐𝟕𝟕) (𝟎. 𝟎𝟎𝟒𝟕𝟗) (𝟎. 𝟎𝟐𝟐𝟐) (𝟐. 𝟓𝟔𝒆 − 𝟎𝟕) (𝟑. 𝟔𝟕𝒆 − 𝟎𝟕) 

M
in

e
r

o
e
n
e

rg
e
ti
c

o
o
       𝜸𝟕𝟕 𝜸𝟕𝟖 𝜸𝟕𝟗 𝜸𝟕𝟏𝟎 

      𝟐. 𝟎𝟎𝒆 − 𝟎𝟔 ∗∗∗ 𝟏. 𝟏𝟗𝒆 − 𝟎𝟓 ∗∗∗ 𝟗. 𝟑𝟕𝒆 − 𝟎𝟕 ∗∗∗ −𝟓. 𝟏𝟕𝒆 − 𝟎𝟔 ∗∗∗ 
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      (𝟏. 𝟕𝟕𝒆 − 𝟎𝟕) (𝟐. 𝟎𝟑𝒆 − 𝟎𝟕) (𝟐. 𝟎𝟒𝒆 − 𝟎𝟕) (𝟑. 𝟐𝟑𝒆 − 𝟎𝟕) 

P
e
s
c
a
        𝜸𝟖𝟖 𝜸𝟖𝟗 𝜸𝟖𝟏𝟎 

       𝟐. 𝟔𝟎𝒆 − 𝟎𝟔 ∗∗∗ 𝟓. 𝟏𝟗𝒆 − 𝟎𝟕 ∗∗∗ 𝟑. 𝟕𝟑𝒆 − 𝟎𝟔 ∗∗∗ 

       (𝟏. 𝟔𝟑𝒆 − 𝟎𝟕) (𝟏. 𝟎𝟏𝒆 − 𝟎𝟕) (𝟑. 𝟓𝟎𝒆 − 𝟎𝟕) 

S
e
rv

ic
io

s
 

        𝜸𝟗𝟗 𝜸𝟗𝟏𝟎 

        𝟎 𝟎 

        (𝟎) (𝟎) 

T
ra

n
s
p
o
rt

e
 

 

         𝜸𝟗𝟏𝟎 

         0 

         (0) 

Nota: /1 La matriz es simétrica, pero por comodidad se presentan la parte triangular superior.  

 

Ecuaciones para el cálculo de elasticidades  

A partir de los parámetros estimados, las elasticidades de gasto (𝑒𝑖) y la elasticidad de sustitución precio 

compensada (𝑒𝑖𝑗
𝑐 ) y no compensada (𝑒𝑖𝑗

𝑛𝑐) a partir de las siguiente ecuaciones: 

𝑒𝑖 =
𝜇𝑖

𝑤𝑖
 (4) 

𝑒𝑖
𝑐 = 𝑒𝑖𝑗

𝑛𝑐 + 𝑒𝑖𝑠𝑗 (5) 

𝑒𝑖𝑗
𝑛𝑐 =

𝜇𝑖𝑗

𝑠𝑖
− 𝛿𝑖𝑗 (6) 

Donde:  
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𝛿𝑖𝑗 = {
𝐼 𝑠𝑖 𝑖 = 𝑗
0 𝑠𝑖 𝑖 ≠ 𝑗 

 (7) 

 𝜇𝑖 = 𝛽𝑖 +
2𝜆

𝑏(𝑃)
{ln [

𝑤ℎ

𝑎(𝑃)
]} 

𝜇𝑗𝑖 =  𝛾𝑖𝑗 − 𝜇𝑖 (𝛼𝑗 + ∑ 𝛾𝑖𝑗

𝑘

ln 𝑃𝑘) −
𝜆𝑖𝑏𝑗

𝑏(𝑃)
{ln [

𝑤ℎ

𝑎(𝑃)
]}

2

 

(8) 

 

Adaptado de Cortez & Perez (2012)  


